Dato il tratto fluviale in figura, nel quale si suppone diffusione nulla (D = 0), con un singolo
scarico a monte di caratteristiche indicate in figura,

B =30 mgO, /I

Cs =0 mgO,/l ty=24h

Q, =0.5m%/s

By, =5 mgO,/l

Ch =7 mgO,/l —
Qn =15m*ss

si determini la qualita fluviale (BOD e DO) a valle per t; = 24 h utilizzando un modello di Streeter
& Phelps con Ky =0.12 h* e K. = 0.15 h™.

SOLUZIONE

Per prima cosa & necessario determinare la qualita a monte del tratto, subito dopo lo scarico. Per
fare questo si devono calcolare le concentrazioni a valle dello scarico applicando le diluizioni

B, xQ, +B,xQ; _5x15+30x05

BOD: B, = ~7.742 gl
Q,, +Q 15+0.5
C +C
DO: ¢ = CnX@n*CXQ _7x1540x05 o o0, oy
0 Q, +Q. 15105

Adesso e possibile integrare il modello di Streeter & Phelps con condizioni iniziali B, e C,

dB
E:_|<b><|3 B(0)=B,

dC
F=Kc(Csm—C)—Kb><B C(0)=C,

S

ottenendo

B(t,)=B,e "

. KB (. .
c(t,)=C, —(C,, -C,Je " + 0 (e ol e KJS)

sat

Sostituendo i valori numerici si ottiene

—0.12x24

B(24)=7.742 xe =0.345 mg/I

0.12x7.742 ( ~0.12x24,
e

—0.15><24)
0.12-0.15

C(24)=9-(9-6.774)e > =7.983 mg/l




Siadato il sistemafluvialein figura, dove ts rappresentail tempo di scorrimento, per il quale si suppone nulla
ladiffusione (D = 0).

ts=0 ta1
Qsl QSZ
By By t
Sa Co
o« |
By —»
o @ ® ® @
Con i seguenti vaori
N 3 ity =0h ito=20h
.'.Qm=10 m~/s I 06 ) i 2 025 md)
Monte: {B,, =7 mg/L  Primo scarico%Qsl: O M IS gecondo scarico %QsZ =U.eo Ms

fCqy =0mg/L fCo =0 mg/L
supponendo che C =8 mg/L e che le costanti cinetiche valgano K, = 0.12 e K, = 0.15, s determini:

a) |l modelo di Streeter & Phelps per I'intero tratto fluviale

b) 1l valore del BOD e dell’ Ossigeno Disciolto nelle sezioni indicate con in numeri 1, 2, 3, 4, assumendo
per il tempo finale, alla sezione 4, il valore t; = 40 h.

La generica soluzione delle equazioni di Streeter & Phelps e

-K
B(t,)=Bye DS
i=13

- K.t KBy & -K.t - Kpte @)
C(t.)=Coy - (Coyy - C i e €S 4,070 o Rc's o PbisU
( S) sat ( sat OI) (KC_ Kb) 6 H

Dove le condizioni iniziali sono ricavate dalle diluizione avale di ciascuno scarico concentrato. nel caso in
esame esse valgono

Al punto 1 Al punto 3
_BiQn*QuBy ~ _ Cnln By = 22t Qa) QB (o _ ColOn*Qu)
ol Qm + Qg ol Qm +Qs1 Qm* Qa1+ Qs Qm* Qa1+ Qs2

Sostituendo i valori numerici S ha

Punto 1 Punto 2 Punto 3 Punto 4

B, =8.3019 B, =0.75313 B;=1.8879 B,=0.17126
C,=6.6038 C,=6.5713 C3;=6.4199 Cy=7.6122
Q=106 Q.=10.6 Q;=10.85 Q,=10.85




L’andamento nel tempo di scorrimento € quello riportato in figura

Concentrazioni (mg/l)

. 1.8879 -
N .
O
0.75313
I I I | I I -
10 15 20 25 30 35 40

Lunghezza (h)

0.17126



Sia dato il sistema fluviale in figura, dove ts rappresenta il tempo di scorrimento, per il quale si
suppone nulla la diffusione (D = 0).

=0 ts1
Qsl Qsz
le Bsz tf
Csl Csz l
o |
B, —»
Con i seguenti valori
t..=0h t, =18h
Monte: <B. =7 mg/L  Primo scarico Q51 =08 M™/s  cocondo scarico 4 Qs2 =0-5 m™/s
C. =7 mg/L Bs; =20 mg/L B, =60 mg/L
m Cy =0 mg/L Cg, =0 mg/L

supponendo che Cs: = 8 mg/L e che le costanti cinetiche valgano Ky = 0.12 e K, = 0.15, si
determini:

a) 1l modello di Streeter & Phelps per I’intero tratto fluviale

b) Il valore del BOD e dell’Ossigeno Disciolto nelle sezioni indicate con in numeri 1, 2, 3, 4,
assumendo per il tempo finale, alla sezione 4, il valore t; = 40 h.

La generica soluzione delle equazioni di Streeter & Phelps &

B(t,)=B e ' »°

-K.t

-K,t
cs 4

Cc's

KbBo

(Kc _Kb).

C(ts):Csat_(C Co)e

sat —

K

Dove le condizioni iniziali sono ricavate dalle diluizione a valle di ciascuno scarico concentrato. nel
caso in esame esse valgono

_ e_Kbts }

Al punto 1 Al punto 3

B, — BnQm +Qs1Bs1 _ CinCm B. — Bz(Qm +Qsl)JrQszBsz C, :M
! Qm +Qs1 ! Qm +Qs1 Qm +Qs1+Qs2 Qm +Qs1+Qs2

Sostituendo i valori numerici si ha

Punto 1 Punto 2 Punto 3 Punto 4

B; =8.1818 B, = 0.94357 B;=4.1186 B4 =0.29391

C1=16.3636 C, =6.3152 C;=5.9757 C,=7.3573




Concentrazioni (mg/l)

— BOD
8.1818 — DO
Bl - - — o __________ - - Csat |
7.3573
\ - 4.1186
4l \ ¢ 4
3 [ -
2 [ -
RN \\
\\ L
1 b S~ b
0.94357 " ~—
T 029301
0 | | L | L L | T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Lunghezza (h)



Es.n. 4

Sia dato il sistema fluviale in figura per il quale si suppone nulla la diffusione (D = 0) e la cui
idrodinamica e descritta dalla seguente linea caratteristica x = —0.03><t§ +1.83xt_, dove xe la
distanza dalla sezione di monte in km e t; rappresenta il tempo di scorrimento (h).

tg=0
Qs1
le

tsl

Qs2
BSZ
C52

l

Con i seguenti valori

Q, =10 m%/s
Monte:
C., =7 mg/L

@ @
X =0km X =18 km
) o 1Qg =12 m>/s . |Q, =0.6 m>/s
B, =10 mg/L  Primo scarico Secondo scarico
B, =30 mg/L B, =40 mg/L
C,; =0 mg/L C,, =0 mg/L

supponendo che C: = 9 mg/L e che le costanti cinetiche valgano K, = 0.1 (h™) e K. = 0.15 (h™), si

ottiene:

a) il tempo di scorrimento, nell'ipotesi follow the plug secondo la linea caratteristica indicata, si
ottiene risolvendo l'equazione, dove si pone il termine noto x pari alle distanze richieste.

~0.03t” +1.83t, —x=0

1)

La piu piccola delle due radici ¢ il tempo di scorrimento richiesto, in quanto il tratto di parabola
(1) che definisce il tempo di scorrimento di interesse e quello per x compreso fra 0 e 18 km. Cio

implica che la radice da scegliere e la minore delle due, come indica la seguente figura

30

25 T

Intervallo delle
soluzioni ammissibili

-10

20 30
t(h)

o

~

A
= b
5 \

40 50 60

70



Per la velocita, derivando la (1) rispetto a t si ottiene

&

u =-0.06t, +1.83 (2)

S

sostituendo i valori di t; si ottiene la seguente tabella

distanza da monte x (km) | tempo di scorrimento ts (h) | velocita u (km/h)
2 1.1132 1.7632
11 6.7601 1.4244
18 12.3272 1.0904
24 19.0873 0.6848

La posizione dei punti di misura lungo la linea caratteristica (linea continua) é indicata dai
cerchietti

25

20 B

15+ B

x (km)

10+ .

|
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t, ()

b) Il modello di Streeter & Phelps per I’intero tratto fluviale, scritto in tempo di scorrimento

sop 98- kB
dt,

DO d_C: Kc(Csat _C)_ KbB
dt,

c) La generica soluzione delle equazioni di Streeter & Phelps é
—Kpt
B(t;)=B,e °°

C(ts)=Cat _(C

_K.t K,B K.t —Kpt
sat_co)e €+ b o '[e ¢S _e bs}

(Kc - Kb)

Dove le condizioni iniziali sono ricavate dalle diluizione a valle di ciascuno scarico concentrato. nel
caso in esame esse valgono



Al punto 1 Al punto 3
B, = BQO +Qslle _ CQO B; = B, (Qm +Qsl)*'QszBsZ Cy= C, (Qm JrQsl)
! Qm +Qs1 ! Qm +Qs1 Qm +Qs1+Qs2 Qm +Qs1+Qs2

d) I valori numerici del BOD e dell’Ossigeno Disciolto nelle sezioni indicate con in numeri 1, 2, 3,

4 sono indicati in figura

1 12.1429
12 *\

Concentrazioni (mg/l)

T
—— BOD
- DO -
- -- Csat

e

5.3086 27446 |

10 20

Lunghezza (h)
Punto 1 Punto 2 Punto 3 Punto 4
B, =12.1429 B, =3.5422 Bz =5.3960 B4 = 2.7446
C1=6.2500 C, =5.3086 C;=5.0387 C,=5.9886

e) Lo schema Simulink per la simulazione dell'intero tratto € il seguente

= RS
Gain B(§D To Workspace
Csat ——Ppf+ —Pr > 1 » DO
Constant g - 5
Sum1 Gainl Sum DO To Workspacel

tsim

Clock To Workspace2

dove le condizioni iniziali dei due integratori devono essere poste uguali ai valori ricavati per le

sezioni 1 e 3 rispettivamente.




Soluzione del Compito del 30 Giugno2004

Es. n. 4 (8 punti)

Sia dato il sistema fluviale in figura con uno scarico concentrato a monte ed un tratto con BOD
distribuito costante a valle, per il quale s suppone nulla la diffusione (D = 0) e il cui regime

idraulico & descritto dalla seguente linea caratteristica x =-0.02" t2+1.9" t, dove x & la distanza
dalla sezione di monte in km e ts rappresenta il tempo di scorrimento in ore.

Qsl J le J Csl

Xinizio

By

Xfine

Ty

Ty

| valori numerici sono i seguenti:

Fiume a monte

Scarico concentrato

Scarico distribuito

_}Qm =5 m’/s
i B, =10 mg/L
1Cp =7 mg/L

ix=0 km

1Qq =10 m¥/s
|

£ By =40 mg/L
$Cy =0 mg/L

: Xinizo =30 km
i Xfine =40 km
1B, =0.6 mg/L.h

Supponendo che C« = 8.6 mg/L e che le costanti cinetiche valgano K, = 0.1 (h™") e K. = 0.15 (h™),

S determini:

a) |l tempo di scorrimento e la velocita corrispondente alle distanze: 10, 20, 30, 40 km.

b) 1l modello di Streeter & Phelps per I'intero tratto fluviale, scritto nel tempo di scorrimento ts;

C) L'espressione analiticadel BOD e del DO lungo l'intero tratto fluviale;

d) Il valore numerico del BOD e dell’ Ossigeno Disciolto agli istanti T; e T, (indicati in figura) del

tempo di scorrimento;

€) Lo schema Simulink per la simulazione dell'intero tratto fluviae.
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Soluzione del Compito del 30 Giugno2004

SVOLGIMENTO

a) |l tempo di scorrimento e la velocita corrispondente alle distanze 10, 20, 30, 40 km.

il tempo di scorrimento, nell'ipotesi follow the plug secondo la linea caratteristica indicata, S ottiene
risolvendo |'equazione, dove si pone il termine noto x pari ale distanze richieste.

-0.02" t2+1.9" ts- x=0 (1)

La piu piccola delle due radici € il tempo di scorrimento richiesto. Analogamente, per la velocita,
derivandola (1) rispetto ats s ottiene

u:S—X:-o.om tg +1.9 )

S

sostituendo i valori di ts S ottiene la seguente tabella

distanza da monte x (km) | tempo di scorrimento ts (h) | velocita u (km/h)
5 2.7088 1.7916
10 5.5924 1.6763
15 8.6896 1.5524
20 12.0564 14177
25 15.7786 1.2689
30 20.0000 =T, 1.1000
35 25.0000 0.9000
40 31.4922=T, 0.6403
40
30 -
< 20
10 /
0o 5 10 15 20 25 30 35 40 45
X (km)
2
\p
E 1
<
0.5
0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
X (km)
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Soluzione del Compito del 30 Giugno2004

b) 1l modello di Streeter & Phelps per I'intero tratto fluviale, scritto nel tempo di scorrimento
ts;

Il modello di Streeter & Phelps dal punto di monte fino al'inizio del BOD distribuito ha
I'espressione

;i; BOD STB =-KypB
00 © o (cn. 0 =h .
iD —~ =K -C)- K,B
T dts c\\“rsat b
mentre nel tratto con BOD distribuito e
;i; BOD STB =-KpB+By
i e T EGET, )
DO —=K.(Cg - C)- K,B
1 dts

Nel passare dall'equazione (1) ala (2) NON s devono ridefinire le condizioni iniziali, in quanto
non si ha alcuna discontinuita.

C) L'espressione analitica del BOD e del DO lungo tuttoil tratto;
c.l) Tratto avalle del carico concentrato, finoa T;.

Integrando I'eg. (1) per ts compreso fra O e 20 h (corrispondente a 30 km), s ha |'evoluzione del
sistema nel tratto senza BOD distribuito, ottenendo
tS

B(t,)=B,e " ®
3)

CK.t KB A -Kote - Kpte )
‘ Co)e c's 4+ b™o >§e cs_ @ b's U

sat (K.-K,) & £

Le condizioni iniziali s determinano calcolando le diluizioni fra i valori a monte e quelli dello
scarico concentrato.

C(ts):Csat ) (C

Bo - BQO + Qslle Co = M 4
Qm + Qsl Qm + Qsl

Con i valori dati, sostituendo in (4) si ha:

B, =15mg/L C,=5.8333 mg/L (4.9)
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Soluzione del Compito del 30 Giugno2004

c.2) Tratto con carico distribuito, fraT,; e To.

Nel tratto con BOD distribuito, la prima delle eq. (2) s pud integrare adottando il seguente
cambiamento di variabili, per tener conto che il tratto di interesse € limitato a valori di ts tali che
T, £t £T,. Percio considerando il nuovo tempo di scorrimento t{' =ts- T; S avraancora

R .
mg)zméﬂ%+QEw§M@*hs 0Lt ET,- Ty )

Essendo By costante, I'integrale di convoluzione é risolvibile mediante una sostituzione di variabili
ty-s =x b ds =-dx (6)

con i nuovi estremi di integrazione

s =0b x=t; & s =tJb x'=0 )
ottenendo
B s B SK.t
B, Kolts~S)4s = B, e K¥dx =B eKbde:-—de bX :—d(l-e bS) 8
Q d do dQ K, 0 Ky, (8)

Percio, combinando la (5) ela(8), I'evoluzione completa del BOD nél tratto distribuito €

B(ts')=Ble'Kbts'+%(1- ¢ )= K"+§B Bafer o 9

b b Kp &

Per I'equazione del DO, s effettua un cambiamento di variabili introducendo il Deficit di ossigeno
D(ts) =Cgqt - C(ts). Inoltre si considera il termine di BOD come I'ingresso forzante a sistema. In

tal modo la seconda delle eqg. (2) diviene

, U
dD(ts ) —_ K D(t )+ KbB(t )__ K D(t )+ Kb|_+% Bd —e Kbts - (10)
dt i Kb Kb g

Risolvendo ancora con I'integrale di convoluzione

ts' ..
U .
D(ty ) = Dye Kets +Kbo j B G+ L gy olis-s g (11)
bﬂ

L'integrale di convoluzione s compone di due termini additivi

e Kelts-s)gs (12.9)
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Soluzione del Compito del 30 Giugno2004

N BQ-KS@-K(t'-s)
K + =4 2 F6% g Rells S Ugg 12.b
bog K2 y (12.b)

Il primo (12.a) e identico a (8) e percio vae

\s B s S) :i - 'Kctsl
Q Kb ds K (1 e ) (13)

c

Il secondo s integra come nella classica equazione del Deficit di Streeter & Phelps estraendo
dall'integralei termini funzione dell'estremo superiore di integrazione (ts)

ts's 3 . ts
\I O - u N\ -
Kbog +i1e Kps ye K (s s)dS = Kbg + 4 Bd G(KC Kb)s ds
Y Keg b Ko g 0
=Ko+t Bd = K ok (14)
Kb g K - Ky 0
ghl_,_ Bd L (e(Kc' Kp)ts' 1)
Kbra K - Kp
Ricomponendo i vari termini, si ha la soluzione completa
B, K - -
D(t' )= D.e Kels + d(l e K ) + 2d _ ™ (e(Kc Kb)ts_]_) 15
(t5)= Dy Ketd 00 e (15)

d) Il valore numerico del BOD e dell’Ossigeno Disciolto agli istanti T, e T, (indicati in
figura) del tempo di scorrimento;

Per ottenere i valori di BOD e DO a T; S deve integrare le eg. (3) dalla condizione di monte fino
al'inizio del tratto con BOD distribuito (ts = T,), ottenendo i valori finali del tratto, per ts=

Dati i valori iniziali, dopo la diluizione,
=15(mg/L) C,=5.8333 (mg/L) (4.8)

S ottiene

B, =2.03(mg/L) C, =5.898(mg/L)

Per il tratto con BOD distribuito, si utilizzano le eq. (9) e (15) sostituendo a tg' il valore pari alla

differenzafraT;eT, , ovvero T, - T; =31.4922- 20 = 11.4922 h. Con questi valori, ed utilizzando
i valori di B; e C; appenaricavati, S ottiene

B, = 4.7420 (mg/L) C, = 5.9309 (mg/L)

Lafigura seguente mostra I'andamento delle due variabili lungo I'intero tratto fluviae.
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Soluzione del Compito del 30 Giugno2004

Modello BOD/DO di Streeter & Phelps con BOD distribuito

16

-\

12

10

Concentrazioni (mg/L)

2.03

| | | | |
0 5 10 15 20 25 30
Tempo di scorrimento (h)

d) Loschema Simulink per lasimulazione dell'intero tratto fluviale.

_ BODin
| Sums3 To Workspace3
Stepl +

Sum2

Csat
+ 1
|_’+ —
DO saturazione P—[ p| DO
4»_ —>>—>+ s
DO

Sum

p BOD

1
s
BOD To Workspace

Suml To Workspacel

Gainl

Clock

To Workspace?2
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Corso di Modellistica e Controllo dei Sistemi Ambientali
Prova Scritta del 29 Giugno 2005

Cognome e nome Matr.

Attenzione: Apporre il proprio nome su ciascun foglio.
Non sono ammesse cancellature in bianchetto

Es n. 1 (10 punti)
Il sistema fluviale descritto in figura consiste in uno scarico concentrato a monte, seguito
immediatamente da un tratto a valle dove per 0 <t, <T, & presente uno scarico di BOD distribuito

Bg. Su tutto il tratto e anche presente una domanda di ossigeno dal sedimento (SOD). Il tratto da
considerare si estende fino a T».

. B,

B, ;

1
| parametri del sistema sono i seguenti:
Qualita Scarico Scarico distribuito Parametri
a monte: concentrato
Qm =5 m3 S_1 Qs =0.5 m’™ To =0h K, =0.12 h
B, =7 mgL" B,=40mgL® [{T,=25h K,=015h"
C =7 mgLt B,=05mgL*h™ |C_ =86mgL*
" SOD=0.2 mgL*h*
T,=50h
Si determini:

a) Il sistema di equazioni differenziali che definisce il modello della qualita fluviale per I’intero
tratto;

b) L'espressione analitica dell'andamento di BOD e DO per I’intero tratto;

c) Tracciare un andamento qualitativo di BOD e DO lungo tutto il tratto, discutendone le
caratteristiche piu rilevanti;

d) I valori numerici del BOD e del DO per ts = Ty, T1, To;
e) Il diagramma Simulink del sistema.




SVOLGIMENTO

Conviene suddividere il fiume nei due tratti L, (dall’inizio finoa T;) e L, (da Ty a Ty)

Nel tratto L, esiste un apporto di BOD distribuito costante pari a By. Le equazioni differenziali che
costituiscono il modello per questo tratto sono le seguenti:

BOD STB =—K,B+B,

4c 1)
DO d—tch(c C)-K,B—SOD

S

sat

Essendo presente uno scarico concentrato nella sezione di monte, le condizioni iniziali si
determinano attraverso la diluizione fra la qualita di monte e lo scarico. Tenendo presente che
I’ossigeno disciolto nello scarico € nullo, si ha:

BO — BQO + BSQS ; CO — CQO (2)
Qn +Q, Qn +Qs

L'equazione del BOD ha un ingresso rappresentato dal BOD distribuito, che e costante e pari a By,
percio la prima delle eq. (1) si integra direttamente ottenendo

Tl
B(t) = B,e" + j B,e " )dg @A)
0

da cui si ricava

B
B(t,)=B,e ™" + K—d(l— e ) o<t <T, (4)
b

Per esprimere I’ingresso di BOD nell’equazione del DO, la (4) si puo riscrivere raggruppando i

termini con I’esponenziale

ﬂ)e*b‘s 0<t, <T, (5)

b

B(ts)=%+(Bo—

b

Sostituendola nell’equazione del DO ed introducendo il Deficit D=C_, —C, tenendo conto che
dD _d(C-C)__dC , la seconda eq. (1) diviene
dt, dt, dt

S

g—tD = —KCD + KbB(ts )+ SOD = —KCD + Kb|:%+(Bo _ﬂ]e_Kbts:|+ SOD (6)
b b

S

La (6) é di nuovo un sistema lineare con dinamica -K. e due ingressi: il BOD distribuito ed il SOD,
percio si pud applicare nuovamente la soluzione generale, ottenendo



b

tS tS
D(t,)= D, e™* + be By B, — B lewe erettolge '[ SODe ™)
K, K
0 0
Ciascun integrale puo essere svolto direttamente termine a termine. Consideriamo il primo

t
oL ™o b

t "
= B, e Ket=o)g 5 1 ij(Bo _%}e—&,a R
0 b

0

Il primo termine € identico a quello gia trattato per il BOD e percio vale

BI da_K—d(l—e-Kc‘s)

Mentre il secondo si calcola alla stessa maniera

t

tg .
KbJ‘[BO _iJe—KbO‘e—Kc(ts—O‘)dG — Kbe—Kcts J‘(BO _ﬂ]e(Kc—Kb)ado_
0 Ky K,

0
= Kbe B _B_ #e(K K,,) =K e Bo _ﬁ ;(e(KC—Kb)tS _1)
Ko ) Ke=Kp Ky, J K=K,

Analogamente alla (9) I’integrale del SOD vale

tS
JSOD e do = SED(l e )

c

Percio la soluzione completa é

D(t,)=D,e " +%(1—er<cts )+ K,e " [B —E—];(G(Kcmts _l)+5|(<)_D(1_eKcts)

c

Raggruppando i termini

D(t,) = D, e + 20 (gt o ke [B _B_j;(ewm _1)

K, | K.—K

c

Nel tratto L,, dove manca il BOD distribuito, il sistema di eq. (1) si riduce a

BOD j—tB:—KbB
dé T, <t <T,
Do —~=K/(C,-C)-K,B-SOD

(7)

(8)

)

(10)

11)

(12)

(13)

(14)



Conviene riposizionare I’asse dei tempi ridefinendo un tempo t_ di scorrimento con inizio a Ty,
ovvero 0 <t, <T,-T,. In queste ipotesi, I’integrazione della prima delle eq. (14) &

B(t,) =B, e " (15)

dove la condizione iniziale B, & uguale al valore finale del tratto precedente, ovvero B(T;) ottenuta
dalla eq. (4) o dalla eq. (5).

Per il DO, I’integrazione ¢ la solita, tenendo conto che ancora agiscono due ingressi, il BOD, questa
volta dato dalla eq. (15), ed il termine costante SOD. Percio si possono riutilizzare i risultati
precedenti. Passando nuovamente al deficit e sostituendo i termini forzanti nella seconda eq. (14) si
ha

‘;—t[.)=—KCD+KbB(tS)+SOD=—KCD+KbB;e-Kb‘% +SOD (16)

S

che ha la seguente soluzione generale
ts ts
D(t,)=D e™* + KbB;fe-Kb“ eK“(tsa)da+I soDe i (17)
0 0

estraendo i termini funzione dell’estremo superiore di integrazione

¢

.
D(t,)=D e K& LK, B e ke je““‘”b" do +e K& J SODe*“do . (18)
0

0

Risolvendo i singoli integrali

£

J'e(Kch)gdo_ _ 1 o(KeKs)o & _ 1 (e(Kc’Kh)tls _ 1) (29)
K. - K, o K,-K,
0
e
t, .
J SODe"“dor = 200 gt = SE 2l -1) @0
0 ¢ ‘

sostituendo nell’eq. (18)

N o ek T , - SOD (
D(t,)=D e™* + K Be ™t (el _1)p et 2 (et 1 21
( s) o b™o K ( ) K ( ) ( )

e raggruppando i termini si ha la soluzione

D(t)=D e*¢ 1o __p (e-bes —ek )+ SOD (1—echs) (22)
: K. - K, K.




Graficamente la soluzione ha I’andamento in figura. Si noti che anche nel tratto con BOD
distribuito, il valore di B4 non € tale da far invertire I’andamento BDO/DO, nel senso che il BOD é
comunque decrescente, mentre il DO presenta la consueta saccatura con un minimo DOp;, = 2.6481
mg L* per t; = 11 h. Successivamente, il BOD ha andamento esponenziale ed il DO crescente
anch’esso con andamento esponenziale fino a raggiungere asintoticamente Cgg;.

1 1 T T T T

1® 10.0000 1

6.7069

Concentrazioni (mg/l)

0.22191
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Es n. 4 (8 punti)

Il sistema fluviale descritto in figura consiste in uno scarico concentrato a monte, seguito da un
tratto a valle dove per 7, <t <T P ¢ presente uno scarico di BOD distribuito B,

I parametri del sistema sono i seguenti:

t.=0
g

Qsl’ Bs]’ Csl Bd

D ,

o v g

® ® @

Qualita Scarico Scarico distribuito Parametri
a monte: concentrato
3 -1 3 -1 -1
Q,=5m sl Q,=05m"s K, =012 h
_ - -1 _
B, =7mgL B, =40 mgL K =015h"
Cm=7mgL-] C]:2mgL_] —]
s C,=86mglL
T, =30nh
Tf =50 h

B,=05mg L i

Si determini:

a)

b)
©)

d)

I1 sistema di equazioni differenziali che definisce il modello di Streeter & Phelps per I’intero
tratto fluviale;

L'espressione analitica dell'andamento di BOD ¢ DO nel tratto 1 - 2, per 0 <t <T);

L'andamento qualitativo di BOD e DO lungo tutto il tratto (0 <t <T s ), discutendone le
caratteristiche piu rilevanti;

I valori numerici del BOD nei punti 1, 2, 3, 4 indicati in figura;

I valori numerici del DO nei punti 1, 2, 3 indicati in figura;

Lo schema Simulink per la simulazione del sistema fluviale in figura.




Svolgimento
Le equazioni differenziali che costituiscono il modello di Streeter & Phelps per l'intero tratto sono

le seguenti

dB

BOD —=-K,B+B, B,=0 0<t <T,
dt con (D)
DO cz’i_f:Kc(Csat_C)_KbB Bd¢0 T]<tS£Tf

a) Nel tratto 1 - 2 l'equazione del BOD non ha ingresso (B p :0) percid si integra facilmente

ottenendo
B(ts ) = Bo e_Kth v ts € (0’ T]) (2)

L'equazione del DO nel tratto iniziale, prima dello scarico distribuito, per 0<t <T, si risolve

considerando il BOD B(¢,) come forzante ed introducendo come variabile il deficit

D(t)=C,,-C(t) = c;—lt):—c;—f,ottenendo
— tS _ — —
D(t )=D¢ Ke's [ Kels™o)p K17y 3)
0

da cui si ricava la soluzione

_ K.B _ )
ct)=C, -(C, —C )e Nels 4 b0 [e Kels _q Kth} ve e(or) (4)

(Kc _ij.

Per il tratto successivo 7, <t <T [ l'equazione del BOD si puo integrare con lo stesso metodo della

sat

(3) considerando il forzante costante By,

t

B(1,)=B(T,)e " + B de_Kb(ts_U)dO' v e, T, -1,] )
0

risolvendo l'integrale di convoluzione si ottiene

~Kpty B ~Kpt
B(t,)=B(T, Je bs+K_d(1_e bsj v;se(o,Tf—T]) (6)
b

Per il tratto 2 - 3 non ¢ possibile risolvere analiticamente I'equazione del DO, perché il termine
forzante del BOD, dato dalla eq. (6), non ¢ costante e pertanto l'integrale di convoluzione non ¢
facilmente risolvibile in termini analitici.

¢) L'andamento qualitativo di BOD e DO per l'intero tratto ¢ riportato nella figura seguente



x Csat

T T ’

v

L'andamento fino a T, ¢ quello classico, con decremento esponenziale per il BOD e saccatura del
DO. Al contrario, nel tratto con ingresso distribuito, il BOD sale con andamento esponenziale
secondo I'eq. (6), contemporaneamente il DO diminuisce a causa del consumo distribuito, che in
questo caso ¢ maggiore della corrispondente riossigenazione. E' importante notare che,
diversamente al caso di scarichi concentrati, fia i punti 2 e 3 non ci sono discontinuita né per il
BOD né per il DO. Inoltre, se la situazione di scarico distribuito costante By continuasse

B _
indefinitamente a valle, il BOD si attesterebbe al valore costante —d —416 mg/L , ottenibile
b
facendo tendere ¢, all'infinito nella (6).

d, e) I valori numerici nei punti 1 - 4 sono riportati in figura, si noti che in questo caso non c'¢
discontinuita fra i punti 2 e 3 che pertanto hanno gli stessi valori.

10.0000 g
X Csat
6.5466
° 6.0366
> 3.8135
0.27324
L \ Bd
L L ! 1 1 1 1 1 » t




g) Lo schema simulink ¢ riportato in figura

_I
Step > o
[ Sum3

BODin

To Workspace3

+

Step1
» —»r P L
Sum2 BOD

1

Gain

Csat -|_> -

p{ BOD

To Workspace

DO To Workspace1

—P(+ 1
DO saturazione ‘ —p— [ p{ DO
- ——P}—b + S
Sum
Sum1 Gain1
@——} tsim
Clock To Workspace2

I1 BOD distribuito ¢ stato ottenuto per sottrazione di due funzioni step, ambedue con ampiezza By, il
primo con inizio a tempo T, mentre il secondo inizia al tempo Ty, in modo da cancellare il primo.
In questo caso, dato che Tt ¢ anche il tempo finale, il secondo step non ¢ strettamente necessario. Lo
sarebbe se a valle di T ci fosse un ulteriore tratto senza scarichi, né concentrati né distribuiti.

L'integratore del DO e del tipo a saturazione, con valore inferiore pari a 0 in modo da evitare valori
negativi del DO nel caso che il carico di BOD fosse tale da forzare la dinamica verso questa zona.



Sia dato il sistema fluviale in figura, composto da due affluenti (1 e 2) che si incontrano nel punto di
confluenza indicato per poi proseguire in un unico alveo (3). Per tutto il sistema si suppone nulla la

diffusione (D = 0), C,; =8mg L e Ie costanti cinetiche valgono K, =0.12 ht K. =0.15 h=t,

Punto

finale
{sz
Bmz > @
Crmz T confluenza
Qs2
Bsz
Csz

Nel punto di monte di ciascuno dei due tratti si trova uno scarico concentrato. | valori della qualita a
monte dei due tratti, quelli dei rispettivi scarichi ed i tempi di scorrimento dei tre tratti sono dati in
tabella

Qu=10 m*s g =05m’s [Qu=5m’s [Qu=025ms |k1=12h
By =7 Mg/l B, =30 mg/L Bpp=7mg/L  By,=40mglL  ls2 =15h
Cpyy =7 mg/L Cy =0 mg/L Cpp=7mglL  |C,=0mg/L ts3=20h

si determini:
a) 1l modello di Streeter & Phelps per I’intero sistema fluviale
b) 1l valore del BOD e dell’Ossigeno Disciolto alla confluenza ed al punto finale.

La generica soluzione delle equazioni di Streeter & Phelps &

ts

B(t,)=B,e

C(ts)=Cgyt _(C

-Kt Ky Boi “Kts  —Kpts i =1,2,confluenza
sat | e —e

Coi)e ©s "'(K _Kb)
c

Dove le condizioni iniziali sono ricavate dalle diluizione a valle di ciascuno scarico concentrato.
nel caso in esame esse valgono

A monte del tratto 1 A monte del tratto 2
By = Brm1Qmi +Qslle C 1= Crm1Qms By, = Brm2Qm2 +QSZBSZ C )= Cm2Qm2
0 0 o 0
le +Qsl le"' Qsl Qm2 +Q52 Qm2 + QSZ

A questo punto si integrano i due tratti 1 e 2 per ottenere i singoli contributi alla confluenza
Contributo del tratto 1:




-K
Bty )= Boe 0!

C(tsl): Csat _(Csat _Col)e ety

Contributo del tratto 2:

-K
Bty ) =Bgpe O

C(tsz )= c:sat _(Csat _Coz)e

-K.t

—KAt
052+

(Kc - Kb)

KbBol [ e_Kcts

iK —ij

c

KbBoZ

[ e_Kctsz _e_Kbtsz }

—Kpt
1_e bsl}

Per trovare le condizioni iniziali per il tratto comune (3) si calcola il mescolamento delle due

correnti

_ B(tsl )(le + Qsl)"" B(t52 )(QmZ +Q52)

_ C(tsl )(le +Q51)+C(t52 )(sz +Q32)

B
03 03
QmleQsleQmZ +Q52 le +Qsl +Qm2 +Qsz
Sostituendo i valori numerici si ha:
Condizioni Condizioni Condizioni finali | Condizioni finali | Condizioni Condizioni finali
iniziali tratto 1 iniziali tratto 2 tratto 1 tratto 2 iniziali
confluenza
By =80952 | B, =8.5714 |B(t)=19179 | B(t,,)=14168| B 5=1.7508 |Bgp, =0.1588
Col =6.6667 C02 =6.6667 C(tSl ) =5.4602 C(tS2 )=5.8058 003 =5.5706 C fin = 7.5920





Siadato il sistemafluvialein figura, dove ts rappresentail tempo di scorrimento, per il quale si suppone nulla
ladiffusione (D = 0).

ts=0 ta1
Qsl QSZ
By By t
Sa Co
o« |
By —»
o @ ® ® @
Con i seguenti vaori
N 3 ity =0h ito=20h
.'.Qm=10 m~/s I 06 ) i 2 025 md)
Monte: {B,, =7 mg/L  Primo scarico%Qsl: O M IS gecondo scarico %QsZ =U.eo Ms

fCqy =0mg/L fCo =0 mg/L
supponendo che C =8 mg/L e che le costanti cinetiche valgano K, = 0.12 e K, = 0.15, s determini:

a) |l modelo di Streeter & Phelps per I'intero tratto fluviale

b) 1l valore del BOD e dell’ Ossigeno Disciolto nelle sezioni indicate con in numeri 1, 2, 3, 4, assumendo
per il tempo finale, alla sezione 4, il valore t; = 40 h.

La generica soluzione delle equazioni di Streeter & Phelps e

-K
B(t,)=Bye DS
i=13

- K.t KBy & -K.t - Kpte @)
C(t.)=Coy - (Coyy - C i e €S 4,070 o Rc's o PbisU
( S) sat ( sat OI) (KC_ Kb) 6 H

Dove le condizioni iniziali sono ricavate dalle diluizione avale di ciascuno scarico concentrato. nel caso in
esame esse valgono

Al punto 1 Al punto 3
_BiQn*QuBy ~ _ Cnln By = 22t Qa) QB (o _ ColOn*Qu)
ol Qm + Qg ol Qm +Qs1 Qm* Qa1+ Qs Qm* Qa1+ Qs2

Sostituendo i valori numerici S ha

Punto 1 Punto 2 Punto 3 Punto 4

B, =8.3019 B, =0.75313 B;=1.8879 B,=0.17126
C,=6.6038 C,=6.5713 C3;=6.4199 Cy=7.6122
Q=106 Q.=10.6 Q;=10.85 Q,=10.85






L’andamento nel tempo di scorrimento € quello riportato in figura

Concentrazioni (mg/l)

. 1.8879 -
N .
O
0.75313
I I I | I I -
10 15 20 25 30 35 40

Lunghezza (h)

0.17126











