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Estensione del modello logistico

= Sl suppone che piu di una popolazione sfrutti le risorse di
un ecosistema

= |l suo sviluppo sara allora limitata non solo dalla
competizione intraspecifica, ma anche da quella
Interspecifica (fra specie diverse)

= Sl puo estendere il modello logistico a n popolazioni

dx. L
i
E =X| M =7 X _Z7ijxj
)=1
u J7 _
Competizione Competizione
Intraspecifica interspecifica
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Caso di due specie

= Consideriamo il caso particolare di due sole specie Iin
competizione [ gy,
dt = Xl(rl — V11X _7/12)(2)
< dx,
E = Xz(rz — VX _7/21)(1)
= |_’equilibrio si determina azzerando le derivate e risolvendo
per x;,X, >0
K —7.,,X I, — 7,5, X
X, =L V1222 X, =2 Y 21%
Y11 Y 22

= | luoghi delle popolazioni di equilibrio sono due rette.

= || sistema ammette un equilibrio se le due rette si incontrano
per x;,X, >0
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Analisi grafica dell’equilibrio competitivo

-

r-1
X, =0 =y,X, > X, =—
:r1_7/12X2 V12
I
0o x, =——=K,
V11

Dato che sulla retta e
dx,/dt = 0 essa e detta
Isoclina di equilibrio e le
traiettorie di x, tendono a
portarsi su tale retta.
Percio avranno il verso
indicato dalle frecce.

La specie 1:

Nella zona A e sotto la
capacita portante

Nella zona B e sopra la
capacita portante

v
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Analogamente per X,

_ I = 72X

V22 X,

X2

4--------

e =
4________

>
N
\Y
> o s

v

Dato che sulla retta e
dx,/dt = 0 essa e detta
isoclina di equilibrio e le
traiettorie di x, tendono a
portarsi su tale retta.
Percio avranno il verso
indicato dalle frecce.

La specie 2:

Nella zona A € sotto la
capacita portante

Nella zona B € sopra la
capacita portante
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Possibili equilibri
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Equilibrio con esclusione della specie 1

» X

1
L’isoclina della specie 2 & sempre superiore i _ g T2
a quella della specie 1. Y11 Va1

La specie 2 prevale e si porta alla capacita portante mentre la specie 1 si estingue
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Equilibrio con esclusione della specie 2

@D X1 <0

V22
> X,
L’isoclina della specie 2 e sempre , Nk
. . 2 - 1
superiore a quella della specie 1. ' Y1

La specie 2 prevale e si porta alla capacita portante mentre la specie 1 si estingue
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Realizzazione Simulink

U (r1-g11*u[1]-g12*u2)F> =
EI Specie 1 X
Clock 1 )
Pu[2]*(r2-g22*u[2]-g21*u[1])» = )
S,
Specie 2 X
i —» simout
coexist To Workspace
clear % Punti estremi delle i1socline
ri=0.4: % specie 1
i=ri/el;
= - =rl/7glz;
g;;_gg; Y%specie 2
o K2=r2/g22;
912=0.01; P2=r2/g21;
921=0.005; plot([K1,0],[0,P1],"g") % lIsoclina specie 1
x10=5; hold on
x20=10; plot([P2,0],[0,K2],":r") % lIsoclina specie 2
tfin=100; [x1o,x20]=ginput(l);
figure(1) plot(xlo,x20,"0")
hold off:clf [t.x,y]=sim("coexist”,tfin);
plot(simout(:,1),simout(:,2))
figure(2)
plot(simout(:,3),simout(:,1),simout(:,3),simout(:,2))
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Coesistenza stabile delle due specie

L
V12 dd)f[lzo
* &
i dt
‘X2<0J
I
K2 :—2 "~®\
V22
g \ L X
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Coesistenza instabile delle due specie

K, = iry  Prevale la specie 2
Voo I\M R X1 <0 dx, -0
* | dt
I3 \ O % o 0
dt
-
V12 | o
¢ \ D,
@) &% \
o @ \\ :
) La specie che
g _ \ prevale dipende
1 \ dalle condizioni
‘ > iniziali
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Condizioni per la coesistenza stabile

r

I I

asse X, : ——>

V2 V22
< r r = YuV2 > ViVa
@ asse x, : —=>-—+

\ Yo 7

La condizione per la coesistenza
competitiva e che la competizione
Intraspecifica (y,, € v ,,) Sia superiore
a quella interspecifica (v, € v,1)-
Ciascuna specie deve limitare sé stessa

piu di quanto limita I’altra.
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Condizioni generali di coesistenza stabile (X > 0)

(%—x(r— X, — VX, ) =0
< dt 1\l =7 11h = V124 dt:> {r1:y11x1+712x2
dXZ U, = V00X, 70X,

F: Xz(rz — V22X _7/21)(2)

L’equilibrio si determina come soluzione di un sistema lineare
12 =1V 10

X, =
Vi Y | A _ Iy — l V11V 22 = V12V 21
Vo Vol X I, X = LV — Y

V11V 22 = V12V 21

7w e
> 4 n 7
X, &X, >0 1F T T 7/22:><722 r, 7y
LYu =17 >0 I Sl
V11V 22 = V12V 21
I 7u
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| Parameci di Gause (1936)

= Nel 1936 Gause effettuo un esperimento che divenne famoso

=> Fece crescere due colture di Parameci di specie diversa
. Paramecium Aurelia
. Paramecium Caudatum

=> Per prima cosa fece sviluppare le
due colture separatamente

=> Successivamente fece una coltura
congiunta, mettendo le due specie
nello stesso ambiente

= Risultato:

=> Nelle colture separate ogni specie si sviluppava fino ad un valore costante

(Capacita portante)
=> Nella coltura congiunta una specie si sviluppa molto meno che da sola

= Questo e portato ad esempio del principio di competizione: le due
specie si influenzano a vicenda se costrette a sfruttare le risorse di
uno stesso ecosistema.
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Sviluppo delle due colture separate e congiunte

100
O O OXeYe O
i O O -0
500 QO
C>C>
O O OOO 1 1
0 5 10 15 20
30
i C Ky g
200 W F *k L H o * ¥
*
100 *
O % % % ?“é | 1
0 5 10 15 20
40 - ‘ .
O 0O
O O~ CO~O
o OO O 0 o Ohatd®)
O
B o O
200 Q%
OFF  +
oL_ee¥ TR oy
0 5 10 15 20 25 30

Sviluppo della
prima specie (P.
aurelia) da sola

Sviluppo della
seconda specie (P.
caudatum) da sola

La seconda specie e quella che
risente maggiormente della
competizione ed il suo sviluppo ne e
gravemente danneggiato
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Modello della specie 1 da sola

700

1

600

500

I

400~

300

Popolazione

200~

100

r’ =0.6555
K =576.7464

| | | | | |

8

10 12
Tempo (g)
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Modello della specie 2 da sola

Popolazione

250

200

150

100

50

i
L ) e
///// * *
* *

- r. =0.5472 . -

2 — 5, =1_-0.0027

K; = 202.1490 K:

*

2 ‘4 ‘6 ‘8 iO iZ i4 i6 i8 éO

Tempo (g)
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Modello delle due specie in competizione

350~

300-

250-

Popolazione

100-

50

200-

150-

0 | =070447
O O
- r, =0.79005
Specie 1 y,, =0.0019876

y,, =0.000629
y,, =0.001977

y,, =0.0036185

Modifica delle popolazioni a causa

della competizione intraspecifica
1, - 0.0011 — 0.001987

,, :0.0027 — 0.003618

~ o~
T O~ O . .
/ ~_
La specie 2 risente
O =0 _ i
/ ) — ‘)

Specie 2 * o | della competizione
pecie © | molto piu della specie 1
5 10 15 20 25 30
Tempo (g)
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Tralettorie del sistema ‘Parameci di Gause’

1200
N 11108

Y12
1000+ T

800 -

600 -

Specie 2

400+
L

=218.3363
V22 \

200~

N _354.4325
711

% _399.6004
/721

I ——

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Specie 1
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Coesistenza con risorsa limitata

= Se le due specie sfruttano la medesima risorsa (cibo,

habitat, etc.) f(T,%,,X,)
AN AV

= Se la risorsa risente dello sfruttamento, che dipende dalla
“pressione” delle due specie

f(T):T _ﬁlgl(xl)_ﬁZQZ(XZ)

= Allora il sistema delle due specie puo essere modellato

come
[ dx

d_'[l N Xl(rl - f (T )): Xl(rl —T "‘0‘1:8191( X )—I_alﬂZgZ( X ))
9

dx

d_'[‘2 N Xz(rz —a, (T )): Xz(rz T +a,6,0:(X; )+, 8,9,(X, ))

= E’ ancora possibile la coesistenza?
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Principio di esclusione

= |n generale NO

= Supponiamo uno sfruttamento lineare (la risorsa risente
linearmente della predazione dalle due specie)

f(T ):T _ﬂlxl_ﬂZXZ

= All’equilibrio si ha B, aT —r
X, =——%X, ++—
O=r-T+a, 0% +a,6,X% Ny Jon o, f,
0=0r,-T+a,[.X +a,[,X, X ——&X _|_a2T_r2
2 = 1
2 a, P,

= Da cul si vede che le due isocline hanno la medesima
pendenza. Percio siamo nella situazione di esclusione
competitiva, in cui prevale la specie con isoclina piu alta,
che dipende dal termine noto @il —F,
o p
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Specie dominante

o, T —r,

a,p,

a,l T,

a,p,

( o, T —r, , =0
Al B L T—r
X = ﬂxz"' . = a, &y A 1
, =
< ' o &Y =0 o, f,
X, =0 o, —T
052T _ r2 1 T L= 2 2
= _ol oL & a, fy
(04 2
212 a,f, Xy =
Dalla grafica si nota che prevale la specie 1 se
h r
1 2

Quindi prevale la specie
per la quale il rapporto fra

S crescita e sfruttamento
DN della risorsa € piu basso,
N ovvero la piu “vorace”
> ~
> N
\\‘ X}
a,l —r, o T -n
a,p apy
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Estensioni

= E’ possibile che esistano risorse “secondarie da cui le
popolazioni dipendono. In questo caso tali risorse potrebbero
forzare le isocline ad un incontro e produrre un equilibrio
stabile.

= | termini di sfruttamento potrebbero essere nonlineari (cone
Infatti accade In pratica) limitandolo sfruttamento della
risorsa e creando una sorta di “saturazione” a causa della
quale lo sfruttamento non supera un valore massimo

= |e fluttuazioni dele popolazioni dovute a variabilita
ambientale o specifica puo fare in modo che la pressione della
specie dominante sulla risorsa non sia costante, permettendo
all’altra specie delle temporanee prevalenze.

= Si pOssono percio avere piu equilibri, alcuni dei quali stabili.
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Estensione a dinamiche nonlineari

dx, 0

X
L dt B Equilibrio instabile
| dx, @ Equilibrio stabile

dt
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Estensione ad un sistema di m specie

= |l modello di competizione di Lotka-Volterra si puo estendere a

m specie -
X, = Xi[ﬁ +27ij Xj}

j=1

= || sistema e composto da una parte lineare

g Vi1 Y2 o Vim
m r
(ri+2yij xj} — r+AX con r=| 2| a=|Tn 72 Vam
j:1 'R
_rm_ _7/m1 7/m2 7/mm_

= Che permette di calcolare I’equilibrio risolvendo un sistema di
equazioni lineari

O=r+AX=X=-A'r X>0
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Criterio di Stabilita di Lyapounov

= |l modello di m popolazioni interagenti

X :Xi[ri"‘Zm:?/ij ij (*)

e globalmente stabile sse:

= Ha un equilibrio ammissibile per X = X (Y > O)
=> Esiste una matrice C diagonale di elementi positivi tale che

C =diag(c,,C,,...,C,,)>0=CA+A'C<0

=> Definita la funzione di Lyapunov

Y :Zci[xi ~-X —X Inxij ¢ >0i=12,..,m
i—1 X

=- |a sua derivata rispetto al tempo

V :%(X—Y)T(CA+ATC)(X—Y)

=> Non si annulla lungo una traiettoria del sistema (*) salvo che per X
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Influenza dell’ambiente: Vulnerabilita

= Supponiamo che I’ambiente induca delle perturbazioni

X; = XiLri "‘Zm:?/ij ij+ui(t)xi

j=1

con u;(t) funzioni continue a tratti (ad es. u;(t)<0 potrebbe
rappresentare un prelievo della popolazione i-esima)

= Supponiamo anche che le perturbazioni siano limitate

g <u(t)<¢

= Allora la derivata della funzione di Lyapunov diviene

V = %(X—Y)T (cA+ATC)X-X)+(x-X] cu
= CI sl chiede sotto quali condizioni il sistema e ancora stabile
(invulnerabile)
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Condizioni di invulnerabilita

= Scelta una sfera di raggio R centrata nel punto di equilibrio X
si puo dimostrare (Goh, 1976) che vale la seguente relazione

Ay > c&m

con R

A, =minimo autovalore di %(CA+ATC)
¢ =max(c,,c,,....C, )

= Per tutte le popolazioni X entro la sfera (XX (X-X)=R?
la funzione di Lyapunov havalore V(X)<u e V(X)<0

= Percio ogni traiettoria originata entro R tendera a rimanervi

= |a sfera R ed il valore n definiscono la regione di
iInvulnerabilita relativamente al disturbo u;(t) limitato in (-, §)
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Esempio di determinazione della vulnerabilita

= Dato il sistema preda-predatore
preda %, =X,(22-0.1x, - 2.1x,) 0.1 -21
A=
predatore X, = X,(—5+0.7x, —0.2x, ) 0.7 -0.2

= Scelta C = diag(1 3) la matrice di Lyapunov

ot 1 0-01 -21] [-01 0771 O\ [-01 O
1(CAT +ATC)=1 + -
0 3|07 -02||-21 -02|l0 3 0 -06

eig(A)=-0.15+ j1.2114 eig(1(CA+A'C))=[-0.1 -06] = 4, =0.1

= La condizione sul minimo autovalore fornisce

3542
5
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Regione di invulnerabilita

25 ® Equilibrio -
X Punto iniziale
------------ Traiettoria non perturbata
o I—— Traiettoria perturbata '

V(x,,X,)<5.79
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Tralettoria della funzione di Lyapunov

X Punto iniziale
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