Modelli di Crescita con Struttura di Eta

= |_a popolazione non e piu rappresentata da una singola variabile, ma e
suddivisa per classi di eta

Xt :[Xl,t Xot o Xn,t]r

= Modellare la dinamica della popolazione consiste nel rappresentare i
due processi fondamentali:

=> Sopravvivenza dalla classe i-esima al tempo t alla classe i+1-esima al tempo t+1

= Fertilita della classe i-esima al tempo t
sopravvivenza
fi+1 fertilita

Oj
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Modello di popolazione per classi di eta

= |a prima equazione rappresenta la dinamica dei “neonati” = 1 nuovi
nati che sopravvivono fino al passaggio nella seconda classe

= |_e altre equazioni rappresentano la sopravvivenza fino alla classe
superiore

= Sl hanno tante equazioni quante sono le classi

)
< X1t+1 = Oy flxl,t T 0y f2X2,t T 0y f3x3,t T ... O fnxn,t

Kit+1 = Oi-1Xi-1¢

o, = Sopravvivenza dei neonati fino alla seconda classe
f; = Fertilita della classe i - esima
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Determinazione dei coefficienti

==

==

Generalmente vengono ricavati da tabelle censuarie (Tabelle di vita) che gli

ecologi raccolgono normalmente quando osservano una popolazione

Nel rilevare la tabella si deve supporre che la popolazione sia stazionaria

Classe di eta 0 1 2 3 4
Individul sopravvissuti n(0) n(1) n(2) n(3) n(4)
Fertilita f(0) f(1) f(2) f(3) f(4)

= Nella tabella ciascun n(i) rappresenta il numero di individui sopravvissuti fino
a raggiungere I’eta della classe i-esima

= | coefficienti di sopravvivenza c Si ricavano come rapporto fra
-~ n(i+1)
n(1)

Oj
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Calcolo della Matrice di Leslie

= Dalle tabelle di vita si puo calcolare direttamente la matrice di Leslie
ricordando che

=> | coefficienti di sopravvivenza ¢ sono dati dal rapporto Oy =——
degli individui sopravvissuti in due adiacenti classi di eta

= | coefficienti di fertilita f sono dati direttamente dalla tabella di vita

_.nl
_fl
N,

n2

1

n
M=|0

n, n
—Lf L
n, ° n, =
0 0
LI

n2

0 0

nn—1
nn—2

n

nO
0

o

T

1:n—l

Nota: se I’ultimo elemento e diverso da
zero, cio significa che I’ultima classe
contiene tutti gli individui di eta pari o
superiore a quella dell’ultima classe. Cio
significa che si considera anche la
sopravvivenza della classe n-esima su sé
stessa. In questo caso I’ultima classe € da
intendersi come contenente individui di n
anni o piu.

Xn t+1 — Gn—lxn—l,t + O-n Xn,t
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Rappresentazione matriciale X,,, =M-X,

X1 t+1 oo,fy oyf, oyf; oo T X1t

X2 t+1 01 0 0 0 X2 ¢

X3t+1 0 Oy 0 0 X3 t
Xng+1| |0 0 0 on-1 0 | | Xnp |

= Nel modelli con struttura d’eta due problemi di stabilita sono
Importanti:

=> | ’evoluzione globale della popolazione (stabilita globale)
= La ripartizione fra le classi di eta: esistono distribuzioni invarianti nel tempo?

(stabilita delle classi)
= Per determinare la stabilita del sistema si ricercano gli autovalori della
matrice di Leslie (M) det(M -4l )=0
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Determinazione degli autovalori di M

o f -1 of, of, .. of
o -4 0 e 0
det(M — A1 )=det| 0 c, -1 .. 0 [=0
0 0 0 Ony —A4
A-1o f,-1%c0,f,—...~0,0,0,.0_,f =0

ponendo P, =0,0;..0,,
A= p g, -2p,f,— A pf—..—p f =0

Gli autovalori sono funzioni dei coefficienti di sopravvivenza e fertilita
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Proprieta della Matrice di Leslie

= |a matrice di Leslie soddisfa al Teorema di Perron-Frobenius:

=> Se M >0e MN>0 per un qualche N allora:
. M ha un autovalore reale e positivo A,
. L’autovettore corrispondente v ha tutte le componenti positive
S. Ogni altro autovalore € in modulo inferiore a A,
= Da queste proprieta deriva che asintoticamente I’evoluzione della popolazione
dipende solamente dall’autovalore dominante A, e dal corrispondente autovettore v

o

- t t
lim Xt =M. Xo —> Cﬂlv C dipende dalle condizioni iniziali

= Asintoticamente I’evoluzione nel tempo e la distribuzione di eta si separano

La popolazione cresce
con un rateo dato da A,

X
X, = AX, = lim—2=
t—o0 Xi,t

:ﬁl

La distribuzione asintotica di eta é
data dall’autovettore vassociato a 4,

jim e = VA

20 Xt Via O

S. Marsili-Libelli: Popolazioni con Struttura d’Eta

pag. 7



Un esempio: 1 conigli di Fibonacci

= Fatti:

=> | a popolazione e suddivisa in 3 classi di eta

=> Ciascun coniglio sopravvive esattamente tre classi di eta

=- Ciascuna femmina genera una femmina durante la prima classe di eta ed
un’altra nella seconda

=> Si suppone di iniziare con 1 femmina + un opportuno numero di maschi....

= Deduzioni:
=> La matrice di Leslie & 110
M=(1 0 O
=> [ ’evoluzione della popolazione e O 1 0
ttmpo/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
lassi di et2 1 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
castdi®ia 2 1o 112 35 8 13 21 34
3 |00 1 12 3 5 8 13 21
= |l rapporto fra classi di eta segue i numeri di Fibonacci F,=F,_1+F,_»
A= 1445 =1.618 = rapporto di Fibonacci
. 2
lim 2 — 2 a(2-2-1)-0 = zzzﬂ:—o.ms
t—o0 Xi,t 2

2=0
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Comportamento asintotico di un modello di Leslie

Mv = A v

o, f, o f, of .. of | [v] v, |

o 0 0 . 0 V, V,

0 o, 0 .. 0 X[V, |=A| Yy

0 0 0 o, 0 | |V,] v, |

o,fv,+o, v, +.+o,fv. =4V, 900101y = P
— Gl—lvl 1 _

o4V =AY, =V

ﬂ’l
o f, + Ptz P fln =4 = D pfid =1
A ﬁn i1
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La Balenottera Azzurra (Balaenoptera musculus)

= Usher (1972) propose un modello basato
su 6 classi di eta basato su dati di censo

rilevati negli anni ’30

= [’intervallo temporale e di 1 anno
= La sesta classe raccoglie gli individuli

da 6 anni in poi

0 011 025 0.285 0.285 0.256
087 0 0 0 0 O
0 08 0 0 0 O
M =
0 0 087 0 0 O
0 0 0 087 0 O
0 0 0 0 08 08 |
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Dinamica della Balenottera Azzurra

087 0

M =
0 0
0 0
0 0

0 0

0 0.87 0 0

0.87 0
0 0.87
0 0

0

0

0 0.11 0.25 0.285 0.285 0.256 |

0

0

Autovalori:

).,.= 1.0380

Ay 5= -0.2692 + j0.2150
Ay 5= 0.0787 + j0.4070
A= 0.1429

Dato che I’autovalore
dominante A, e maggiore di 1 la
popolazione cresce nel tempo
con dinamica

X, =MX = per t >0 X, =4 X
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Percentuale di individui in ogni classe

Evoluzione della popolazione di Balenottera azzurra

0.35 Q
)
03| %
0.25+ <> S
<> —
0.2+ C
o
0.15+ o
£
0.1 =
0.05 %
o LI
6+ 5 4 3 2 1 41 7 2
classi di eta in -
0
5
6+
O 1
/686‘/' 2 1
o;@ 25
3
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Distribuzione stazionaria nelle classi di eta

Utilizzando ancora le Pi =0,0,.-0i4
relazioni fra coefficientied | _%ia,, _ %%1-0ia, _ P,
autovalore dominante Y yl oA

Si ricava la proporzione di popolazione nella classe i-esima

0.,0,0,..0,_,

ﬂ/l Vl ﬂ_l
e Vi _ 1 _ Pity
| n n
V,+V, +...+V, 2000102---0,-_1 -
. Vv E p.A
j 1 [
=1 Z1 =1

Che dipende dall’autovalore dominante A,,
oltre che dai coefficienti di sopravvivenza p;
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Popolazioni a crescita zero

= L’autovalore dominante deve essere pari ad 1

= Utilizzando le relazioni precedenti per A, = 1 si ricavano le relazioni

stazionarie per la crescita zero

)=1

= |a crescita zero dipende congiuntamente dai coefficienti di fertilita e di

sopravvivenza
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|potesi per ottenere crescita zero

= Problema: dati i tassi di sopravvivenza, che in genere sono dati,
determinare una distribuzione di fertilita tale da garantire la crescita zero

= Posto

P:Zpi = = npi - P = pi=7-P
=

Zpi i

=1

n n
_ _ 1
Pzﬂ'ifizl — Eﬂ'ifi:—
1I=1 1=1 P
= Scritta per componenti

= S| ricava

ot +r,t,+..+7 1 :%
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Possibili distribuzioni stazionarie

n
= La condizione ) p;f; =1 dasolanon permette di ricavare |
i=1

coefficienti di fertilita f; in modo biologicamente corretto

= E’ necessario introdurre ulteriori condizioni, ad esempio:

=> Ogni termine dell’eq. di vincolo ha lo stesso peso

o,f,+o,0.1,+ 0,010, f?; o +0,0,05..0, fIrl =1

'

—_ Y ~
1/n 1/n 1/n 1/n
103
. 1 1 g
i &
n 0,0,0,...0, 4
I I 11
Biologicamente assurdo !!! Class: di et
pag. 16
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Distribuzione stabile a crescita zero

Scegliendo le fertilita inversamente proporzionali
alle sopravvivenze
e supponendo che ogni gruppo conti ugualmente

1 1

Partizione

. . stazionaria
Si1 ottiene una

situazione
stazionaria, ma
biologicamente
assurda

Classe di eta
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Calcolo delle fertilita

= Se sl ipotizza una data distribuzione delle fertilita

0F,, o f 1ol o f o f . o f)

si ha una singola incognita f che si puo ricavare dall’eq. di vincolo

mot+mo,t+. . +70,f = 5
In generale sono
[ — biologicamente “corrette™
fl 2 f distribuzioni dove la fertilita &
1 1 f — .I: maggiore nelle classi giovani
2~ 2 ‘
f = | — | X — < B
P n . o
=1 fh=ont B lns
Classi di eta
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Esempio di calcolo

0.6900
0. 1 , 1 1 1
0.5000 e 05750 _
o =|0.4000 § 05 |
£ 04 i
0.1700 g o3 |
0.1500 i :
0 0.2029
SI é SuppOStO Che Classi di eta
solan_1ente le _tre_ 35 1 . o 1
classi centrali siano 3 .
251 |
feconde e che < _
f — f — O F,;‘ 15 |
1 5 1F |
051 |
f3 — 2 f2 — 2 f4 ° . 2 3 4 5

Classi di eta
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Andamento della popolazione

0 1.0707 2.1413 1.0707 O]

0.5000 0 0 0 0
M=|0 0.4000 0 0 0

0 0 0.1700 0 0

0 0 0 0.1500 0|
Autovalori:

1.0000

0 2

-0.4518 + 0.4165i

-0.4518 - 0.41651

-0.0964

Classi di eta 20
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Modello con struttura di eta per la Cinciallegra

= La Cinciallegra (Parus major) e un
passeriforme stanziale (non migra)

= Depone un gran numero di uova, per
compensare I’alta mortalita infantile

= Sl Ipotizza che

=> la riproduzione avvenga una volta all’anno,
sempre nello stesso periodo (primavera)
=> |La vita media del volatile sia tale da giustificare un modello con 7 classi di eta
= | datl di base del modello si possono ricavare da tabella di sopravvivenza -
fertilita che gli zoologi raccolgono normalmente, del tipo qui riportato

Classe di eta 0 1 2 3 4 5 6 7

Individui sopravvissuti | 1000 | 90 60 20 9 6 1 0

Fertilita 0 295 | 295 | 295 | 295 | 295 | 295 | 2.95
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Matrice di Leslie calcolata dai dati

0 0.2655 0.2655 0.2655 0.2655 0.2655]

0.6667 0 0 0 0 0

0 0.3333 0 0 0 0

M =

0 0 045 0 0 0

0 0 0 0.6667 0 0

0 0 0 0 0.1667 0 |
Autovalori:
A= 0.6446

Ay 5= 0.1107 j 0.3656
Ay 5= -0.3223 +j 0.1943
A= -0.2214

Dato che I’autovalore
dominante A, € minore di 1
la popolazione tende a zero
= sl estingue
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llegre

INcla

Evoluzione della popolazione di

\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

\ \ \
LSV A G O S
\\\\\\\\\

/////
L 4 L A A O

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

asse|o 1ubo ul INpIAIpU|

classi di eta

tempo (anni)

25
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Matrice di Leslie per la popolazione di Cinciallegre

Se si ipotizza una maggiore fertilita (numero medio di uova deposte) pari
a 10.416 si ottiene una matrice stabile con autovalore dominante pari ad 1

0 0.9374 0.9374 0.9374 0.9374 0.9374

0.6667 0 0 0 0 0

0 0.3333 0 0 0 0
M =

0 0 0.4500 0 0 0

0 0 0 0.6667 0 0

0 0 0 0 0.1667 0

Autovalori
A, =1.0000

2,5 =0.1163 + j 0.4069
2,5 =-0.5000 £ j 0.0021
J, =-0.2326
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Modello di Leslie per la cinciallegra

10

o 1w o 1

100 =

m ™ (90} AN N i —
asse|o 1ubo Ul INpIAIpU|
! \ :
| IP.. o
Ik
o o o o o o o o o ’Av.
(o)) [ee] N~ O Te] < ™ AN —
asse|d 1ubo ul INPIAIpU| ‘

classi di eta

tempo (anni)
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Variabilita strutturale

= FInora si sono supposti costanti nel tempo sia I tassi di sopravvivenza
che di fertilita

= |n pratica esistono casi in cui questi fattori dipendono dalla densita di
popolazione

= |_a causa di questo puo essere un meccanismo di autoregolazione della
popolazione -

= Studio di caso: crescita della pianta erbacea Poa Annua

= |a dinamica comprende 5 classi di eta

= Semi sopravvivenza P,
= Germogli sopravvivenza G
=> Piante giovani produzione di semi (fertilita) B,  sopravvivenza P,
=> Piante adulte produzione di semi (fertilita) B,  sopravvivenza P,
=> Piante anziane produzione di semi (fertilita) B,  sopravvivenza P,

S. Marsili-Libelli: Popolazioni con Struttura d’Eta pag. 26



Dinamica della Poa annua

Semi che restano dormienti fino
alla prossima generazione

Produzione di semi dalle piante sviluppate

germinazione / B, \ / B, \

G, %3
sopravvivenza sopravvivenza sopravvivenza
. Piante Piante Piante
Germogli : : )
giovani adulte anziane
_Ps 0 B1 B2 Bs_ b _ 0.75-0.25 exp(0.00005N ) per N < 27726
G 0 0 0 0 ° |0 per N >27726
M=|0 P 0 0 0 B, = B, =100 exp(—0.0001 N )
° B, = 200 exp(—0.0001 N )
0 0 R 0 0 o 02
0 0 0 P 0| G -00
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Evoluzione della dinamica nel tempo

[0.2000 0 22.9932 459864 22.9932] 15 \ I
0.0500 O 0 0 0 o i
A=|0 0.2286 0 0 0 ‘
L ___—ol\__
0 0 0.7500 0 0 1 AN T autovalore
0 0 0 0.7500 0 % ) dominante = 1
- o 2 e
g 05/ i
E / |
g / w0 |
£ ’ ? |
E 0 (- A &~ — OHBED G O — ——— —— o————-
) \ O qpam> © | -
< \ | aumento di
1.0015 RN i popolazione
’ AN I Q
0.0377 +0.7972i e §
A =10.0377-0.7972i .t \\x\_\(%f S
-0.4384 +0.1989i |
-0.4384 -0.1989i “ i
-1.5 7
-1 -0.5 0 0.5 1.5
Parte reale
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Popolazioni

Evoluzione di coltura di Poa annua

Semi

10°F Germogli

0 ! ! ! !

Piante giovani

Piante anziane

Piante adulte

0 5 10 15 20
Generazioni

35

104 |

103 |

102 |

101 |

100

Semi

Germogli

Piante giovani

[¢B)}
=
)
e
(4]
D
+—
-
O
o

Piante anziane

Classi di eta
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