Modelli di sistemi idrodinamici a flusso continuo

= = U CSTR: Continuous Stirred Tank Reactor

» Ambiente di reazione a contenuto spazialmente
0omogeneo.

1 CSTR in cascata

CSTR in serie > L’ingresso di ciascun reattore & dato dall’uscita
del precedente
» Permette il frazionamento del carico e migliora il
rendimento di rimozione

) Plug Flow: nessun mescolamento fra gli elementi
di fluido.

» Lareazione si basa sul tempo di scorrimento del
fluido attraverso il reattore
» E’ spesso una buona approssimazione del regime
:>. ):{) idrodinamico del corsi d’acqua naturali o
depuraori di grandi dimensioni

0

Plg Flow

Sistema diffusivo . Sistema diffusivo: Plug flow con diffusione
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Modellazione del sistema fluviale

Sistema b
discreto: Sistema continuo:
CSTR in & t=t Plug Flow

cascata 7= ' Sistema diffusivo
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CSTR

1 1l fluido e costantemente mescolato, percio il contenuto e spazialmente
omogeneo: la concentrazione e la stessa in ogni punto ed e uguale a quella di

it
Heetta F.C, &=> | T—> F,.C
V.C
N~
(. . dv
Bilancio totale di massa Fr F-F,

Bilancio di massa per componente M =FKC, -F,C+ f(C)

\ dt T T |

Ingresso  uscita
trasformazione
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CSTR a volume costante

1 Se il volume @ mantenuto costante il bilancio totale

di massa si riduceaF; = F,=F F.C
1 1l bilancio di massa per la componente disciolta (C)
diventa qC
V—==FC, -FC+Vf(C)
dt
' che diviene, dividendo per V ingresso  uscita cinetica
dC F_ F b
=—Ci ——C+f(C)=09C, —gC + f(C
VA Ry (C)=0dC;—q (C)

1 Avendo definito q = F/V = rateo di diluizione ed il

Suo reciproco vV o1
e 5" tempo di ritenzione
9

F.C
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Significato del tempo di ritenzione 9

1 9 = Tempo medio di residenza nel reattore delle particelle di sostanza inerte
(k = 0) disciolta

Mg = massa inerte iniettata @ t = 0
Co = MV = concentrazione @ t=0

I\/I(t*)szxC(a)dG
t*

‘ M,=V*C,

e e S e

|

MO
F= cost. = W
Lq_ | i , MO)

:

M(t*) = Massa di tracciante
ancora nel CSTR per t > t*

:

e e
oo
e e
oo
e e
oo
e e
oo
e e
oo

t=0 t t
Immissione impulsiva L'andamento della concentrazione
di una massa di tracciante inerte in uscita dal reattore diminuisce
Mg in un tempo infinitesimo 5t nel tempo a causa della diluizione
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Tempo medio di residenza = 9

J Ladinamica della diluizione, nel caso di impulso inerte in ingresso (C, =0 per t > 0+), e

C(ij—(t::—%c con C(O):CO: C(t):COe_t/‘g

C(t)=C, eV’

Insieme di concentrazioni presenti nel

reattore per un tempo pari o superiore a t* || tempO mediO dl
residenza t e pari al
tempo di ritenzione 9

t* t

0]
0 0

tn = = =9 dato ch 9"
m =" =0 — = atoche  te | -0
Je_t/‘gdt /{ét/'gdt
0 0]
Integrando per parti Jte ot =0 tde ™ )=-gte ™’ +ofe o =g fe at
0] 0 0] 0
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Quale ingresso per Il CSTR?

) Concentrazione E i
> Sistemi naturali, per i quali la variazione di C; F, C C
¢ la grandezza primaria N g >
» Talvolta puo essere associata a variazioni di portata
» Se la portata e costante, si ha un sistema lineare vV,C
dC F F
—=—- —+k |C+—C,
dt V V
] Portata -
» Processi di depurazione = C
» Generalmente la portata € la variabile primaria, s s sdh AAAA A e

mentre la variazione di concentrazione
puo essere vista come un disturbo

ac _(Gi=C
at | Vv

V,C

JF -k —.[

S. Marsili-Libelli: Reattori a flusso continuo pag. 7



Dinamica del CSTR con ingresso In portata

1 Se la variabile di ingresso € la portata F anziché dalla concentrazione di
Ingresso, il sistema e nonlineare e tempo-variante perché I’ingresso F entra
nel sistema in modo moltiplicativo rispetto allo stato C.

ingresso stato
o / Comportamento
dC E E Asimmetrico
=—C,——C-kC [
In questo caso la dt V V
portata F @ la variabile Costante di tempo veloce
di controllo Py
Vv
15 F, F, F C 25 C /
10+ > 2
51 F 15|
: V,C T
0 . . . ' 1 . . : ,
0 5 10 15 20 | ¢ 0 5 | 10 15 20
i = Costante di tempo lenta
. ; . — \/ R k
A regime C dipende sia dalla portata ~ C :FLCi v
che dalla cinetica v k
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2 CSTR In serie con cinetica del primo ordine

F, C. C, F,C, =
Vl’ Cl V2, C2
dC F F _ i
L_-_— C,——C, —kC, e l-Fk o
dt VvV, V, L v
0 _Fe _Fe ke ‘ C | £ LI
dt V2 1 2 2 2 L2 i V2 V2
F F
ﬂ“l:___k 12:___k 11,12 <O
Vl 2
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N CSTR In serie

F, C

F,C
000
Vl Cl Vz’Cz V.,
dC, F F L
—~l_" c-—C,-kC
at v, v, bt C
dC, F F g,

Solamente la diagonale e la sotto-diagonale contengono elementi non nulli,

percio gli autovalori coincidono con gli elementi diagonali

F
ﬂal:_v__k 12

1

F =

:—V——k ﬂ,n :—V——k 11,12,,ln <O

2 n
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Risposta impulsiva della cascata di CSTR

. ‘ | |\ NG /N

F

C,(0)=1s C,(0)=0 C,(0)=0 C,(0)=0
1

La massa M, viene iniettata 05 _
solo nel primo CSTR che percio 0.45 Nel caso di
parte da condizioni iniziali non o 04 tracciante inerte
nulle C, = M_/V, g 035 (k=0)

© 03
Gli altri sono scarichi C_ =0 E 0.25 |

§ 02 -
L'impulso si propaga ritardando il 8 015 |
picco a causa della dinamica di o1 |
ciascun CSTR, dato dalla 0.05
diluizione 0 ,
q,=F./V. 0 50 10toe 0o (min%so 200 250
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Modellazione della catena di CSTR

1 Ciascun CSTR e descritto dall'equazione
dC.
e
. —-0,C; +q,C,

1 che puo essere realizzato dal sistema seguente

1
CCO—r 4% > | C
it r - dilution Integrator outt

1 La simulazione dell'impulso si realizza

» Imponendo la condizione iniziale del primo integratore pari a C, = M_/V, dove
M, € la massa iniettata
» Ponendo C; =0

INgresso
» Ponendo a zero le condizioni iniziali di tutti gli altri integratori
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Realizzazione Matlab/Simulink della cascata

clear;close all

Mo=10; % Quantita iniettata (mg)

V=20; % Volume di ciascun CSTR (L)
Co=Mo/V; % Concentrazione iniziale nel CSTR #1
F=1; % Portata (L/min)

g=F/V; % Rateo di diluizione

tfin=250; % tempo di simulazione (min)
[t,X,y]=sim('CSTR_cascata',tfin);

figure(1)
plot(t,pulse(:,4),t,pulse(:,3),t,pulse(:,2),t,pulse(:,1))
legend('CSTR1','CSTR2''CSTR3','CSTR4")
xlabel('tempo (min)’)

ylabel('Concentrazione (mg/L)")

Programma di
lancio in Matlab

A

n IN10utX IN1Outl IN1OutT

Modello in Simulink

l

IN10utT
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Risposta al gradino della cascata di CSTR

i . /A VA

F _’Lw~

C,(0)=0 C,(0)=0
Ciascun CSTR produce in uscita un ——
gradino che tende al valore di — CsTRI
I — CSTR2
ingresso - GEIR

~ CSTR4
Il gradino si propaga lungo la cascata
con "inerzia" crescente
Il tempo di propagazione e funzione
della dinamica di ciascun CSTR, 1
attraverso il tempo di ritenzione G=— /. | | | | |
q %0 50 100 150 200 250

tempo (min)
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Implementazione completa Matlab/Simulink

clear;close all
input_mode='step’;
V=20; % Volume di ciascun CSTR (L)

Introduzione F=1; % Portata (L/min)
dello switch g=F/V; % Rateo di diluizione
¢ Switch input_mode
per case 'pulse'
commutare Mo=10; % Quantita iniettata (mg)

Co=Mo/V: % Concentrazione Iiniziale nel CSTR #1

dal caso j‘> { Ci=0; % niente in ingresso

'mpulso’ case ‘step o
Ci=1; %concentrazione In ingresso per t>0

al caso Co=0; % Tuttii CSTR partono da 0
'Step’ \ end

tfin=250;

[t,X,y]=sim('CSTR_cascata',tfin);

figure(1)
Il modello olot(t,pulse(:,4).t pulse(:,3).t,pulse(:,2).t,pulse(;, 1))
Simulink rimane Ieiggnlcz('CSTR(l','_C)S)TRZ','CSTRS','CSTR4')

xlabel('tempo (min)'
lo stesso ylabel('Concentrazione (mg/L)")
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Analisi stazionaria della cascata di CSTR

] Lastrutturaan CSTR in cascata e piu vantaggiosa di un solo reattore a parita
di rapporto fra le concentrazioni di ingresso e di uscita

n
C, ., [ 1
o _ﬂ_(ukgnj

A parita di avanzamento della reazione = C_/Cli, il tempo di ritenzione di un
singolo CSTR sarebbe maggiore del doppio del tempo di ritenzione di ciascuno

dei due CSTR In cascata

S = 1 5 = - = risolvendo per $*siha 9*= 9(2+k9%) = 9*> 29
C (1+k%)° 1+kg

J Nel caso di n CSTR, il tempo di ritenzione per ottenere una data C, si ottiene
risolvendo la prima equazione per 4,

Snzi (&jn—l =l (ljn—l con ﬂzﬁ
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Ripartizione in n CSTR, dato I’abbattimento § = C_/C,

10

1 T T T T T T T T
\
\
\
\
‘9n 0.5 ~_ nxd4, =cost -
AG T~
- o
Il o
0 I I 1 I —— P - s
1 2 3 4 5 6 7 8 9
n
03 T T T T T T T T
miglioramento normalizzato
0.2 4
A8
0.1- ]
O 1 1 | | Il 1 | 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9
n
CSTR singolo I + + + + + + + +
nx, = cost
19 Z‘gn
Z n 0.5 . i
n
O 1 1 | | Il 1 | 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

Tempo di ritenzione di ciascun
reattore 9, allaumentare del
numero di CSTR in cascata
Nel caso non si avesse alcun
miglioramento, si avrebbe
I'iperbole nx8,= cost.

[l miglioramento ha significato
solo per n >1, € massimo per n =
2 e decresce, pur mantenendosi
positivo, allaumentare di n.

Paragone fra il tempo di ritenzione
cumulativo di n reattori ciascuno con
tempo di ritenzione 9, all’aumentare del
numero di CSTR in cascata

Nel caso non si avesse alcun
miglioramento, si avrebbe un volume
totale costante.
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Analisi stazionaria a volume totale fissato

® Problema: ripartire un o _ _ OF
volume dato in n parti Il tempo di ritenzione di  |{Cn = g
uguali. ciascun reattore e 9/n (1+)
n
 La conc. di uscita C,
dipende dalla 1 1
ripartizione n=2 n=4
0.5 ~— d 05 |
« In questo caso e
B=C./C, e libero % 05 1 % 05
volume totale normalizzato volume totale normalizzato
* Le linee a gradino
rappresentano la 1 s 1 s
concentrazione in uscita 0s | ] 0s |
a ciascun CSTR ' '
0 - 0 -
« Valore limite 0 05 1 0 05
. volume totale normalizzato volume totale normalizzato
dell’abbattimento g 5
guando n tende 1 g
e k9 k& | p2
all’infinito. Ch 1+‘ﬁ* 1+‘ﬁ* kg
. lim [In—|= lim | —=1In = lim - =-k% = C Cie
Passando ai log. ,HOO[ C. j s o 1 s o 1 n= i
n n2
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Reattori Plug-Flow

Nessun mescolamento longitudinale
Ogni elemento fluido € isolato da quelli adiacenti

) *1 .
F 2 > F
—> —
Schematizzazione ty
valida nel caso di X5
regime idraulico [ - -
stazionario. "
Solo in tal caso la 2
velocita é funzione “‘ ) i
solamente del
posto (x) e non del
tempo
—r— —_—
X =uty X,=ut,
X X _ Xy F lltempo diritenzione € pari L LS V
U= t —~ ~ty  tp; — S al tempo di scorrimento ts('—)za T E E J
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Plug Flow senza cinetica

de _
dt,
F,0

e |
4+ IR

@t,=0=C(0)=C,

0 C(0)=C,

C(ts )= Ci

1 - 0

ts =§<:> X=Uxt
u
R0 1 F, C,
In assenza di cinetica @t,=3=C(%)=C,

il PF introducesolo | C_(t)=C.(t—-9)

un ritardo = 9
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Plug Flow con cinetica del primo ordine

o |

dc

—=-kC  C(0)=C
. (0)=C,

i

@t,=0=C(0)=C

F,0
K
_ —kts _ T
\ C(ts)_Ci(t_ts)e _Ci(t_ts)e
1 . F,0
\\ t, =2 < x=Uxt,
u
L F,C

F, 0
o
F,0
.

Ritardo + Cinetica

X

C(9)=Ci(t-9)e ™ =C,(t-9)e U
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Reattore Plug-Flow con cinetica del primo ordine

La cinetica si sviluppa nel tempo di scorrimento, che e legato allo spazio percorso

dx =u - dt; dc dC dCc  k
_ —=-kC == —=-kC == —=--—-C
X=uts = {dtszﬁ = dtg dx X U
u u
C, L
Separando le variabili e 1 dx
integrando jEdC =K T
C, C Y0
jidc _ m[&j Questo valore
C Ci coincide con
G Co kg :
L Sdiroa quello ricavato al
kS | limite per la
v v F FT cascata di CSTR
0
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Che fine hanno fatto | termini di trasporto?

] Nel CSTR era dC
Ezqci -gC-F(C)

1 Nel Plug Flow NON COMPAIONO TERMINI DI TRASPORTO percheé una
volta imboccato il reattore, I’elemento fluido di riferimento NON HA

INGRESSI
) L’unico “ingresso” e rappresentato dalla condizione iniziale all’imbocco del
reattore _
C, =C(0)
) T’uscita e il valore della concentrazione quando I’elemento ha raggiunto
I’uscita _
C,=C(L)
1 Durante il percorso la dinamica e limitata alla sola cinetica, perché I’elemento
E’ ISOLATO dC
—==-F(C)
dt,
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CSTR con retroazione

Fi’ CI > F01 Co — C2
_> le —>
Vi, G Fa1, Gy V,, C,
Nel caso generale
dC F F F di volumi variabili
L-_1c +-2cj——2C,-kC,
Ingresso in retroazione Comunque la portata
intermedia F,, e quella
dCz _ Fio C. — Fyy C —iC _kC di ricircolo F,, sono
dt V2 1 V2 2 V2 2 2 indipendenti da quelle

7 esterne F, e F,

Uscita per retroazione

S. Marsili-Libelli: Reattori a flusso continuo pag. 24



CSTR con retroazione

_Fe
C.:l _ Vi
C, Fo
VY,
LT Fa ]
Vl Vl
i _ |:21 . I:0 —k
B V2 V2 V2 i

|

-
Vl
- O —

dqp
dyq

VY,

)2 ~ 4(a11a22 —dpp a21)

ao 2
} = 2% —(ay; +8 )4 + 838y —a38y =0
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Considerazioni sul CSTR In retroazione

J La stabilita e comunque assicurata A,, A, <0
. \ . . 2

2 Si pud avere comportamento oscillatorio se (a,, +a,, )" < 4(a;;8,, — 5,8y )
] Si puo avere un sistema stiff se i due

autovalori sono in modulo 30

molto diversi Fi=Fo=2

25

J C, risente di ambedue gli Vi=2, V=200 4, =-10251

—

tovalori, mentr ‘
autovalori, mentre C, e F,=2 F,y=1 A, =-0.0299

governato prevalentemente

20 R

oni

A, £ 550 k =0.02
(5]
1 1l fattore a cui gli s
autovalori sono piu 10
sensibili e la costante 1T TS
cinetica k. 5|
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Esempi di CSTR con retroazione

1 Sistema di laghi o baie = i
] ) iffusione
comunicanti per
diffusione baia<— lago = . =
baia lago
ad
> —> m—>

. Laghi stratificati epilimnio epilimnio

comunicazione fra
epilimnio e ipolimnio

mescolamento l mescolamento

-
rlsospen5|one‘ \ sedimentazione

1 Scambio solido fra
acgua e sedimento
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CSTR generalizzato

' Ingresso per diluizione F C;

J Ingresso di massa W F, C, EC

» Quantita totale immessa nell’unita -
di tempo (loading) non attraverso F (M T-1) — >

J Ingresso nella colonna d’acqua
per risospensione al sedimento:

<

> Velocita di risospensione v, V. AC
» Flusso di massa per risospensione r S
dipendente dalla superficie di scambio

1 Uscita dalla colonna d’acqua per sedimentazione ) A

A
y

> Velocita di sedimentazione v,
» Flusso di massa per sedimentazione
dipendente dalla superficie di scambio

v‘jj—fzw +F C,+V.AC, —Vv,AC —F C —kCV

AC V = Volume del corpo idrico
Vs A = Superficie del corpo idrico
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Dinamica di sedimentazione/risospensione

1 Ambedue possono essere considerate come flussi di massa attraverso la
superficie di separazione acqua/sedimento

U

Ambedue i processi interessano il materiale particolato

1 Se il flusso attraverso I’area unitariaeé j = v C il flusso totalee J=Aj,con A
superficie dell’interfaccia acqua/sedimento

J =V, AC, ol =v AC

risospensione sedimentazione

] Si puo parametrizzare i processi come cinetiche del primo ordine introducendo
la profondita media H

H=Y = vacP_vYec j-vkc con k="
A H H H

V, Ve

J,=Vk,C con kr=F J.=Vk,C con |<S:F

S. Marsili-Libelli: Reattori a flusso continuo pag. 29



Diffusione

CSTR e Plug-Flow rappresentano i casi estremi del
moto di un fluido contenente sostanze in sospensione

(disciolte o particolate)

( PLUG-FLOW CSTR
D—->0 D— o
Sistema a regime nel tempo Sistema omogeneo nello spazio
L Soluzione stazionaria nello spazio Soluzione variabile nel tempo
Time Time |
&
@ ;‘ﬁ’ .: "
o 8 '. 'foe
ug;_ @ @ ‘;’g. . . -.
* ®
(a) Advection (b) Diffusion

Trasporto senza diffusione  Trasporto per diffusione

(Plug-Flow)
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Diffusione molecolare

1 Dovuta al moto casuale delle particelle presenti nell’acqua

- 1l “motore” della diffusione e il gradiente di concentrazione (Legge di Fick) che
spinge le particelle ad occupare il massimo volume

1 1l flusso diffusivo unitario J e proporzionale al gradiente J = —DZ—C
X
Zona di mescolamento
I
-
dc dC dC
1C . V—=-JA=DA—
Cl dt dX xel
= pa~ %
/
C, X

v
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Confluenza Arno - Mugnone

Arno

= !

Spesso il mescolamento fra
due correnti fluviali non e
Immediato, a causa della
mancanza di turbolenza che
Impedisce il mescolamento
fra 1 due corpi d’acqua.

Nella figura si nota come il
materiale in sospensione
contenuto nell’acqua
dell’Arno (torbida) diffonda
verso I’acqua del Mugnone
(limpida).
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Dinamica della diffusione

) 1l flusso di massa e dovuto al gradiente di concentrazione nella zona di

mescolamento dC
J=-—D—
dX xe/l

) 1l gradiente non é facilmente misurabile, ma si puo approssimare come
differenza di concentrazione divisa per la lunghezza di mescolamento

(mixing length) dc C,-C,
x|, ¢

xefl

1 1l flusso diffusivo totale e dato dal flusso unitario per I’area di diffusione. Tale
flusso e uguale alla variazione di massa nel volume di partenza

d& =-JA= DAOl—C
dt dx

C,-C,
¢

~ —DA

xe/l

1 1l coefficiente diffusivo D ha dimensioni (L2 T-1). Talvolta si usa un
coefficiente globale che comprende la sezione e la lunghezza di diffusione

D':% (LT‘l)
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Diffusione e dispersione

1 La diffusione avviene a PLUG-FLOW IDEALE PLUG-FLOW CON DISPERSIONE
scala molecolare, In > ——
. . >| Profilo di ¢ Fluttuazioni nel
assenza di moto del fluido - ;ie;ftzita 2 profilo di velocita
] La dispersione € il -
meccanismo con cui gli
Inquinanti si espandono
nel liquido ed é dovuta al Y Y RSN -
gradiente di velocita, N NN \_
dovuto al profilo di (a) Diffusion
velocita non uniforme
rispetto al verso del moto rd
. . . Radial axis
) La differenza di velocita D
sul fronte del moto crea Longitudinal
dei vortici che _ L )
favoriscono la dispersione (b) Dispersion
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Diffusione turbolenta

1 A scala maggiore di quella molecolare i movimenti dell’acqua favoriscono la
diffusione

1 Dipende dalla scala del volume d’acqua interessato, perché maggiore e guesto,
maggiori sono i vortici che lo interessano

1 1l meccanismo é il medesimo, cambia il valore
del coefficiente diffusivo,
-4— Estuaries

come mostra il grafico LONGITUDINAL DISPERSION
.. . -—p Streams
] Generalmente si indica con

D la diff. molecolare - » Ocean
HORIZONTAL TURBULENT DIFFUSION
e con E quella turbolenta  moLecuLar - > Lokes
-
DIFFUSION
- p Surface layer
DIFFMOUS VERTICAL TURBULENT DIFFUSION
MEDIA (SEDIMENTS) “ P Deep layers
| | | | | | | ] ]
1078 1078 104 1072 109 102 104 106 108
cm? g-!
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Diffusivita orizzontale in grandi masse

Length Scale (km)
THD‘* 107" 1 10 102 103 104
¢y 108
3
‘i% 1{}? L
1{}5 L
|
0 105
gmi
=
Em"
10

103 104 105 108 107 108 109
Length Scale (cm)

Chapra (1997) riporta
una relazione quali
lineare con pendenza
4/3 fra lunghezza e
diffusione turbolenta
nelle grandi masse
d’acqua.

Tale relazione e
confermata dalle
osservazioni su grandi
laghi ed oceani
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Dispersione longitudinale nel fiume

: : Nei modelli monodimensionali, si considera
Dispersione : : .
solamente la dispersione longitudinale

femgieinelE Mentre nei bidimensionali va considerata
/\ anche la dispersione laterale
: : Formule per la Dispersione Longitudinale
Dispersione (m?/s)

laterale Fisher McQuivey & Keefer

212
5-0011.90" | |p_005937 2

10,000 T . 51 / sb
1 1:1 1 ghS
) L Q = portata (m3/s) Valida per numeri
u = velocita (m/s) di Froude F< 0.5
b = larghezza del
, flume (m)
10,000 h = profondita media (m) F — b
s = pendenza (-) \/ﬁ
g = acc. di gravita
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Esempi di calcolo con la formula di Fisher

Fiume di pianura Torrente montano

(lento, alveo largo e (veloce, alveo stretto e

profondo, bassa poco profondo, alta

pendenza) pendenza)

u=0.1 velocita (m/s) u=1 velocita (m/s)

b =50 larghezza b =5 larghezza del

del flume (m) flume (M)

s =0.0001 pendenza s =0.001 pendenza

h=5 profondita media h=1 profondita media
D = 0.7853 (m?4/s) D = 2.7765 (m?4/s)

Domanda: forse il coefficiente 0.011 e un po’ troppo grande?
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Inclusione dei flussi diffusivi nel CSTR

W,
W, _l — W,
‘ F F
= . 2 ,I_, F,+F,

F,0 =) baia«— lago < c, E C,
C, E C,
FO0 =

Uscita dal lago

Cinetica nel lago

Carico nel lago | ‘ l Trasporto dalla baia
dC ,
Vi gt = =W, _(F1 +F, )Cl -kViC + F,Cy +E (Cz _Cl)

t t Diffusione

Vv, dc, =W, - F,C, —k,V,C, — E’ (C2 iCl) baia - lago

dt T [
Carico nella baia | Cinetica nella baia

Uscita dalla baia

S. Marsili-Libelli: Reattori a flusso continuo pag. 39




Esempio: Lake Huron - Saginaw Bay

I

Sezione di comunicazione S = 0.17 x 105 m?

Parametri per il sistema
Saginaw Bay/Lake Huron

Saginaw Bay
Volume V, 8.00x10° m3
Superficie A, 1.376x106 m?
Profondita H, 5.81 m
Portata F, 7.00x10° m3yrt
Conc. Cloruri c, 15.2 gm3
Carico Cloruri W, 0.353x10%? g yrt
Carico Fosforo W, 1.42x1012  mgyrt

Lake Huron
Volume V, 3507x10° m3
Superficie A, 58.194x106 m?
Profondita H, 60.3 m
Portata di uscita F; 161x10° m3yr?
Conc. Cloruri c, 54 gm3
Carico Fosforo W, 4.05x10'?  mgyrt
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Stima della diffusione (bulk diffusion)

| due corpi idrici comunicano per diffusione attraverso la superficie di scambio.
Si considera il carico di cloruri come materiale conservativo

dc, Fin = Fi-F

Vl dt — —F]_Cl + E' (CZ _Cl)
dc ,
Vs dtz =W, —F,¢, —E'(c; —¢;)

Considerando il sistema a regime, dalla seconda si ricava

W, —F,C
O:WZ—F2C2—E'(CZ—C1):> E': 2 22 /
Co—C F \,
Sostituendo 1 valori precedenti Fy

W, —Fyc,  0.353x1012 —15.2x(7 x10°
Co —Cyq 15.2-54

Nota: L’uscita per diffusione & molto maggiore della portata E'>>F,

E' = =25.2x10% m® yr!
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Stima del coefficiente diffusivo E

1 Conoscendo la superficie di scambio |A, =7 x10° m?

1 supponendo una lunghezza di miscelazione |¢ = 10* m
1 1l coefficiente di trasferimento di massa € circa
E 252x10° _
Vg = — = —=1.48x10> m yr™
A, 0.17x10

e il coefficiente diffusivo E
E =vg/ =(1.48x10° |x10* =1.48x10° m2 yr!
usando le unita convenzionali

10%cm® yr  d
m? 365d 86400s

E=1.48x10° m? yrlx( ]:4.7x105cm251
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Reattore diffusivo mono-dimensionaole

1 Bilancio ingresso/uscita attraverso un elemento fluido

o

Si tiene conto non solo del trasporto, ma anche della diffusione

1 Si fa I’ipotesi che la dinamica della massa fluida sia piu lenta della cinetica
percio u(x) e D(x) si considerano funzione del posto (x) e non del tempo (1),
mentre la concentrazione C e funzione di ambedue: C(x,t)

] Ladinamica e data dalla somma dei vari contributi che rappresentano il flusso
di massa attraverso il cilindro di volume S.dx
. L = lunghezza del reattore
» Trasporto di massa

> T diffusi u = F/S = velocita media del fluido [L T-]
lfasp_orto p_er_ Ifiustone D = coefficiente di diffusione [L? T-]
» Cinetica chimica

dx C(x) = concentrazione alla distanza X
+——>
u(x) u(x + dx)
) s o> )
C(x) C(x +dx)
X X +dx
<< >
L
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Reattore diffusivo

Monte ; 1) Ingresso per trasporto @ x u(x) S C(x,t)
L 2) ingresso per dispersione @ X - D(X)S (OC/ 0x)
Valle ; 3) uscita per trasporto @ x+dx u(x+dx) S C(x+dx)
L 4) uscita per dispersione @ Xx+dx - D(x+dx) S(OC/ 0 X)
Interno  5) cinetica nel cilindro Sdx f(C(x,t))Sdx

Combinando i cinque termini precedenti si ottiene

= {uSC( X,t)—DS §}
X 0
Dividendo per Sdx e facendo tendere dx a zero si ottiene I'equazione di diffusione

cercata 2
$:—u§+ D£+ f(C)
ot OX PN

1+ Sdxf (C(x,t))

X+dx

de§ = {uSC( X,t)— DS §}
ot OX

S. Marsili-Libelli: Reattori a flusso continuo pag. 44



Risposta impulsiva del reattore diffusivo

Condizioni
al contorno:

Solo in
queste ipotesi
e possibile
ricavare la
soluzione
analitica

(C(x0)=0 x>0 5

lim C(x,t)=0 Vt>§ (x—u-t)
Koo C,;(X,1)= exp| —
<C(0,t)=0|vI t<0 2S5~/ 7Dt 4Dt
C(0,t)=— te(0,0

(0,t) = €(0,6) |
1C(0,t)=0 t>o Questa funzione sembra una
gaussiana, ma non lo é a causa del
3 fattore t al denominatore
5
0.25

spazio
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Determinazione della diffusione

Si puo approssimare sperimentalmente un impulso di concentrazione
con una rapida iniezione di una piccola quantita di tracciante

- - m
Iniezione |
di tracciante
@x=0 _
cella di flusso Datalogger

REATTORE DIFFUSIVO

F >

}

Come tracciante si puo
usare sale da cucina
(NaCl) che aumenta la

L’unica incognita

CJ(Lt)= ———
& la diffusione D 5 zsmexr’[ 4Dt

(L— ut)2 Punto di misura
- @x=L

conducibilita dell’acqua e

1200 T come rivelatore un
I conduttivimetro.
1000
M=2.44x10° (mS .
@ g0 - D=90 (cm2/s)( ) L’accordo fra dati e
f . =100 cm
g 600 u=11.85 (cm/s) . gglore € 1a -
3 portata, perché si cosi si
8§ 400 riducono effetti di “zone
] morte” di ristagno del
200 tempo (3) tracciante.

0 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
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Evoluzione del modello diffusivo

2
$:—u§+ D£+ f(C)
ot X  ox°

La condizione a monte
rappresenta I’ingresso al
tratto pert >0

A C(x.D)

C(0,0)

Traiettoria dell’inquinante entrato

@ t=0
Profilo iniziale su tutta la
lunghezza del tratto

Co(¥)

L’evoluzione nel
settore verde e
governata
solamente dal
profilo iniziale

Arrivo a valle dell’inquinante
partito @ t=0 da monte
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Condiziont al contorno

A Co(9

) Condizioni al contorno "aperte" @t=0
C(x,0)= Cy(x) per t=0ex €(0,L)
4 C: (t) @t>0 ]
C(,t) =C;(t) per x=0et>0 '

d C,(x) rappresenta il profilo iniziale di concentrazione lungo tutto il reattore
all’istante iniziale

U

C,(t) costituisce I’ingresso al reattore per ogni istante successivo.

o

L’equazione di diffusione difficilmente ha una semplice soluzione analitica,
salvo alcuni casi particolari.

] La soluzione si determina generalmente per via numerica attraverso una
discretizzazione spaziale del reattore (rappresentazione “a celle)

Co=Cras > > > > >[5 G=Con
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Reattore Diffusivo Stazionario

1 Annullando la derivata rispetto al tempo, si ha I’andamento stazionario della
concentrazione lungo il reattore

2
pdt %, f(C)zjdi/:o
dx dx dt

1 Dalle condizioni al contorno complete viste in precedenza e sufficiente
trattenere due condizioni, ad esempio la concentrazione (stazionaria)
all'ingresso ed all'uscita del reattore.

] La determinazione del profilo stazionario diviene un problema di condizioni al
contorno (Boundary Value Problem)

1 Si noti anche che per D tendente a O si ritrova I'equazione del Plug-Flow con
velocita di scorrimento u.

] Questa equazione puo anche servire come “innesco” per quella completa,
utilizzando la sua soluzione C_(x) come profilo iniziale lungo il reattore.
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Equazione diffusiva stazionaria

1 Normalizzando la lunghezza z=x/L si ha I'equazione adimensionale

d?°C _uL dc kL2
dz2 D dz D

1 da cui si ricava I'equazione di secondo grado

2
Ut K g
D D

1 Gli autovalori del sistema sono le radici di questa equazione

2
D D D
2

] Esse sono entrambe reale, una positiva e l'altra negativa, percio la dinamica
diffusiva e intrinsecamente instabile

1=
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Comportamento degli autovalori con la cinetica

l In assenza di cinetica (k = 0) i due autovalori sono entrambi non negativi e
valgono

= e 4 -0
D 10 |

1 All'aumentare della cinetica 5 |
aumenta la distanza tra i1 due
autovalori che divergono in

0
valore, con segno opposto.
] L’autovalore positivo e 5
quindi dominante e rende
Instabile il sistema. 10 |
0

k [1/s]
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Comportamento degli autovalori con la diffusivita

) Per valori relativamente bassi 10 _
del coefficiente di diffusivita i
due autovalori sono molto

distanti e quindi il positivo & > 2, >0

fortemente dominante, “"-.._,

rendendo praticamente 0

inutilizzabile I’equazione. /,..-—-—-———"—‘"'"""'
O Al crescere della diffusione 5 & 4 <0

diminuisce il valore assoluto 0

di entrambi gli autovalori, che

tendono a zero. 10}

1 Percio lI'aumento della
diffusivita rende il sistema -15 1
meno "intrattabile"

o | | | | | | | | |
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

D [m?/s]
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Comportamento degli autovalori con la velocita

1 Al crescere della
velocita I’autovalore
positivo cresce in
valore assoluto,
mentre il negativo
tende a zero.

) La velocita risulta
quindi un parametro
che crescendo
Influisce
negativamente sulla
stabilita
dell’equazione
diffusiva stazionaria.

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
u [m/s]
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Tralettorie nel piano di fase

1 L'equazione di secondo ordine
d°C u dC Kk
— = . + .C
dz D dz D
] puo essere trasformata in un sistema di stato in forma canonica controllabile

ponendo 4C
Zl — C 22 — E
1 Si ottiene cosi il sistema
- . —_ O 1 - —_
Zl L2k Zl
T = uL
%1 | D D | L%

1 1l cui unico punto di equilibrio [0 0]" & una sella, essendo i due autovalori reali
e di segno opposto.
4, <0 & A4,>0
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Tralettorie nel piano di fase

N

A

NS
)

autovettore
corrispondente a

A, >0

u=0.001 m/s
D = 5000 m?/s

)z

o~

My *
1/

v
N
| —

L = 100000 m
K = 0.0000005 s

autovettore
corrispondente a

A, <0
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Variazione delle traiettorie in funzione della cinetica

20 - C,, =25 C,, =10
L |
157 T | !
= : autovettore
10 | o : corrispondente a 4, >0
c 1 |
o ! |
N 2 2 o1
5k % i i g 1 D =5000 m*s A, =-0.99
i € k=5x10"°s* 1,=101
dC 7. =
—_ 0 L 1 : el
dz traiettoria 2 ! &
! 19O D=5000 m*s™ 4, =-3.15
-5 ' LN 2
! P k=5x10"°s" 1,=3.17
| tralettoria 1 | autovettore
: : corrispondente a 4, < 0
-15 : :
-20 I | I | ] C
5 0 5 10 15 20
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Problemi al contorno nel caso stazionario

Dato che I’equazione e del secondo ordine,
servono due condizioni iniziali per risolverla:

In generale, 1 metodi numerici richiedono |

e condizioni iniziali

C(0) e C’(0)

Condizioni iniziali ]

In pratica si possono invece avere due casi

Condizioni agli estremi || Condizioni lungo il percorso [
C(0) e C(L) Co =1, Nyya |
C(0) 1‘~~Si§0) C(0) ‘i!\C'(O)
® () (O]
® C(L) e, C(L)
x=0 X ;=l_ g « =0 L >
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Condiziont al contorno

1 Condizioni agli estremi:

» E’ data la concentrazione a monte C(0) e a valle C(L)

» D’altra parte i metodi numerici di integrazione numerica richiedono condizioni a
monte: C(0) e C’(0)

» Si determina la derivata a monte C’(0) in modo che la soluzione coincida con la

condizione data a valle: C’(0) » C(L)

» Questa precedura é detta “shooting” perché assomiglia al tiro al bersaglio: si
varia I’alzo iniziale (@ x = 0) per centrare un bersaglio @ x = L.

min(C L)-C L))
C'(O)( mod( ) data( ))

1 Condizioni lungo il percorso:

» In questo caso le condizioni sono troppe per essere tutte soddisfatte

» Sl cerca una soluzione che minimizza la somma degli scarti al quadrato fra punti

dati e valori forniti dal modello per gli stessi valori di x

min Z (Cimod _ Cidata)2

C'(0)4
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Soluzione numerica del problema al contorno

d°C uLdC L%k X
— = + C z=—
dz D dz D L
> u*L/D -+
> >EEE§>>—————>+
L

To Workspace

1(0) |MIN(Cros (L)~ Cru(L))=ming,? f -
c(O)l\ff°’°<°> =2—Ic(0) S(O

~
Lol B S —"

x=0 X =L

2

Si puo usare lo

stesso algoritmo di

minimizzazione,

la funzione obiettivo

e diversa, pur

dovendo essere in

ambo | casi una

funzione positiva

ma

min
c'(0)

Z (Cimod _ (s )2 =1

}

S. Marsili-Libelli: Reattori a flusso continuo




Paragone fra le due soluzioni

® Concentrazioni assegnate

— = = Profilo stazionario a minimi quadrati

Profilo stazionario a conc. finale assegnata

u=0.001; % Velocita in m/s
D=5000; % Diffusione m?/s
L=100000; % Lunghezza in m
k=0.0000005; % Cineticain 1/s

Concentrazione
()]

conc. finale

2! | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Lunghezza normalizzata
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Discretizzazione spaziale dell’equazione diffusiva

1 Sisuddivide il reattore in un insieme di celle contigue in ciascuna delle quali si
puo ritenere costante: la concentrazione (C), la velocita (u) e la diffusione (D)

D, ¢= D (=2 D. ¢

C(x-Ax)=C,_, C(x)=C, C(x+Ax)=C,,,

u.

i+1

Uiy Ui

P » < » < B
< » € » « >

AX AX AX
1 Sviluppando in serie la concentrazione intorno al valore centrale C(x)

2
AX? C(x—Ax);C(x)—§ Ax+}§—§
OX |y 2 OX

2
C(x+Ax);C(x)+§ AX +1§—(2:
X |y 2 OX

AX 2

X X

1 Si hanno le approssimazioni della derivata prima e seconda

0C _C(x+Ax)-C(x—-Ax)  9°C _ C(x+Ax)—2C(x)+C(x - AX)
ox 2AX ox* AX?
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Discretizzazione spaziale dell’equazione diffusiva

1 Sostituendo queste approssimazioni nell’equazione diffusiva, si ottengono n
equazioni differenziali ordinarie, una per ciascunacella (i=1, 2, ..., n)

dC, Ci.,—Ci_ Ci.,—2C +C;_
| = —u, 1+1 -1 +Di 1+1 ; [ 1+f(Ci)
dt 24 AX; termine
termine di trasporto termine diffusivo cinetico

) La discretizzazione ottenuta con le differenze centrate puo divenire
numericamente instabile per valori piccoli della diffusione D

J Raccogliendo i coefficienti dei vari termini di concentrazione C; ,, C;, C.,, €
Ipotizzando per esempio una cinetica del primo ordine f(C) = - kC, si ha un
sistema lineare

dC.

d—tl =a,Cy +(B -k )C +7.Cis
o Y +Di ﬂ___ZDi _ by
o DT T 2
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Modello discretizzato In forma matriciale

dc La cinetica in ciascuna cella
2 —q,C, + (,32 —k, )C2 +7,C, dipende dalla concentrazione delle
due adiacenti (a monte e a valle)
oltre che dalla propria
concentrazione

: :anCn—1+(ﬂn _kn +7/n)Cn

v dt t palla cella “fantasma”
C, 0
C3 — +]0 Cingr
_Cn _ _ _O _
pag. 63
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Trattamento numerico dell’equazione diffusiva

1 Condizioni iniziali delle n equazioni differenziali ordinarie = profilo iniziale di
concentrazione lungo tutto il reattore

) Problema I: Trovare un insieme di condizioni iniziali
{Ci(0), i1 =1,2,...,n} coerente con il modello
» Possibile soluzione: usare un modello stazionario.

1 Problema Il: Discretizzazione della precedente soluzione continua in n celle,
corrispondenti alle n equazioni, scegliendo il valore piu rappresentativo
(concentrazione al centro cella o media delle concentrazionti)

1 Problema Il11: Come trattare le celle estreme

» Servono n+2 variabili: C_,C,,...,C,C .,
> Ipotesi: C, = C;, = ingresso e I"'ultima cella “fantasma” con concentrazione pari a
quella deII ultima C, =C , A

> #>#>#>#>¢ﬁ>cw>ﬁ$

C Cmgr C C =C
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Profilo continuo lungo le celle

—u—+f(C)=0

Le condizioni iniziali delle celle si d ZC dC
pOSsoNo ricavare come soluzione D >
della equazione continua stazionaria dx dx

C(x)

Tratto fluviale diviso in segmenti (celle)

000777777

Profilo continuo stazi

Cy

I
I

I

I

I

J .
onario<
I

I

I

I

I

I

I

I

I

i

Cs

R AT - — o ————— = =

} Concentrazione media nel segmento
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Forma matriciale del sistema diffusivo discretizzato

] Definendo come vettore di stato le concentrazioni di tutte le celle del reattore e

come ingresso la concentrazione della cella 0 “a monte”, si ha la
rappresentazione matriciale per la dinamica delle concentrazioni

Z—?zAC+bCi(t) C =

con

Bk

2%
0

V1
Br =k,

a3

0

V2
B3 —Kg

[C1C21---’Cn]T
0 _
0

73 0

Uy :Bn o kn +7/n_

] La matrice A e tri-diagonale (a banda centrale): la dinamica di ogni cella

dipende solamente da quella delle due contigue.
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Esempio di condizioni al contorno

1.5
-
. . .. [s)) B OO0 - |
Profilo iniziale £ 1 - 09° “O0q §
H H > O . 7 ’ O Q)
di concentrazione QE 05 & So0060000004d
. . . . O | | | | | |
| cerchi si riferiscono alle 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
celle in cui é stato distanza (km)
suddiviso il flume 2 | ‘ ‘
o 1 ]
Profilo di velocita &
S FO006600060006660600660060606600-60-6-

- 1 | | | | | | | L |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
distanza (km)
1
-
Profilo diingresso £ 0 |
da monte o
_1 | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tempo (h)
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Andamento nello spazio e nel tempo

Profilo iniziale di concentrazione

Profilo finale

Andamento nel tempo
della sezione di monte 0
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Propagazione delle condizioni iniziali

Il punto di massima concentrazione si sposta verso
valle con velocita pari alla velocita di scorrimento

18
16
14)
1z
£

o 10

Condizioni &

iniziali \é
4
2

(0

[ 10 200 ternpo th Gl A0
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Diffusione nulla (Plug Flow)

Il profilo iniziale

di concentrazione
Si sposta da monte
verso valle con
velocita uguale a
quella di
scorrimento senza
deformarsi

L’inquinante resta
confinato in una
regione di volume
uguale a quello
Iniziale.

ternpo (h)
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Andamento degli autovalori con D

10+

\

\,

(¢}
T
XY

{‘\-;'

%%

D =5.6234

D
T
S 8,%°3°% o0

y

“1y

Parte Immaginaria
N O
°. % % °

i

.... ... t ..'.. (]

82

1
(0]

T
XS

o

Parte reale

N =20
k=0
u=0.5m/s

In assenza di cinetica,
per D molto piccolo si
hanno due autovalori

con parte reale quasi

nulla

Allaumentare di D la
parte reale si fa
sempre piu negativa e
la parte immaginaria
decresce.

Oltre un D critico si ha
una biforcazione e gli
autovalori sono tutti
reali negativi tendenti
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Andamento degli autovalori con D

10 Fm """"""""" 4 N=20
5 e u=0.5m/s
eo',-_
5 | e ] La cinetica k limita
B d inferiormente la parte
= T T reale degli autovalori
g 0 T e -k All'aumentare di D la
= Do parte reale si fa
5 .."“ — sempre piu negativa e
E £¥ s la parte immaginaria
5 }..:\...........___..__ | decresce.
’.o\-—-—-——-—-—
’g.,\ e Oltre un D critico si ha
. m— una biforcazione e gli
10 ‘ | 'ﬁ‘_——___—:.——_‘__. ,,,,,,,,,,,,,,,,, U autovalori sono tutti
8 6 4 2 0 24z reali negativi.
-10 -10 -1|(:)) t -|10 -10 -10 La cinetica tende a
arte reaie stabilizzare
S. Marsili-Libelli: Reattori a flusso continuo pag. 72



Propagazione a valle di un impulso da monte

Condizioni iniziali

tutte nulle
/ u=1Kmsh
£ / D =0.1m?s
{_u=1Kmh Il picco di inquinante
/j_ Si propaga verso

valle con la velocita
di scorrimento

C. (mg/L)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
tempo (h)
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Propagazione a valle di un impulso da monte

15 -] Impulso a monte

Attenuazione nello spazio e nel
tempo a causa della diffusione
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Risposta all’impulso al variare di D

Il picco € piu basso perché
la maggiore diffusione

propaga piu velocemente —
la massa -

90 80 70 60 50 40 30 20 10 0
tempo (h)

k=0.01 (1/s)
u=0.25 m/s
D =0.01 m?/s

k=0.01 (1/s)
14 u=0.25 m/s
D =0.1 m?/s

Z (km) % ternpo (h) Z (km) tempo (h)
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Condizioni al contorno tempo-varianti

2
o -
Profilo iniziale =

di concentrazione =1
=

C

| cerchi si riferiscono alle
celle in cui e stato
suddiviso il flume

Profilo di velocita > 05

0
2
3 1

Profilo di ingresso 2
da monte £ O

Q
NN
QO -
I ~ OO

A

12

14/\J S

distanza (km)

o569 o o909
O O o0
2 “0o0000000009° -
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
| distan;a (km)‘
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

tempo (h)
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Risposta con ingresso e condizioni qualsiasi

Ingresso da monte '

Concentrazioni iniziali

/

Conc. (mgfl)
— hJ (1)
£ X 'y

—
ha

h

—

o4

Termine dell'effetto

15 delle condizioni iniziali

z (k) tempo (h)
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Confronto con 1l modello a CSTR In cascata

=

>

> |

> G |

>

>G

S

C,=C

o~ “input

Cn — Cn+1 = Coutput
ac; | Ci.—Ciy D Cit _2C2i +Ci—l_|_ £(C.)
dt ZAXi AXi termine

termine di trasporto

termine diffusivo

cinetico

>

>

%

>

>

2

dt

dc,

trasporto
iningresso

qui +qui—1+ f(CI )
trasporto
in uscita

termine
cinetico

C,=C

n output

Manca il termine di ““ritorno”

C.

1+1

— C,
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Paragone fra 1 2 modelli

Modello diffusivo (matrice tri-diagonale)

_Cl ] _181 L2 0
Cz &, Br—K, 7,
Cs =10 et P
..... 0 0

C,| |0 0

_k3

0
0

V3

&y

0
0
0

ﬂn_kn+7n_

0

Modello a CSTR in cascata (matrice bi-diagonale; i termini B; comprendenti il termine diffusivo sono
rimpiazzati dalla diluizione q. Mancano anche i termini di valle y;, anch'essi funzione della diffusione)

' —q, —k 0 C 0
C, _ op P o 2y C. g = F
0 V.
_Cn_ n 0 0 Oh _qn_k_ _Cn_ _O_
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