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Modelli  Fuzzy

SISTEMAIngressi
{U}

Uscite
{Y}

Un modello fuzzy consiste in un insieme
di regole deduttive che legano gli ingressi e le uscite
basandosi su predicati e connessioni "vaghi" (fuzzy)

di tipo IF - THEN

IF {Ingressi} THEN {Uscite}
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Tipi di Modelli Fuzzy

1) Modelli Linguistici (Mamdani): Si basano sulle classiche regole di 
inferenza fuzzy fra antecedente e conseguente, ambedue descritti con 
dei fuzzy sets che rappresentano dei concetti linguistici

2) Modelli di Sugeno: gli antecedenti fuzzy (linguistici) implicano dei 
conseguenti funzionali (deterministici

IF {Antecedente} THEN {Conseguente}

IF {Antecedente} THEN {y = f(y,u)}
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Tipi di modelli dinamici Fuzzy

Modelli
linguistici
(Mamdani)

ok

nnk11k

nnk11kok

AisyTHEN
AisyAND...ANDAisyAND

BisuAND...BisuANDBisuIF

−−

−−

Modelli 
di

Sugeno ( )nk2k1knk2k1kk

nnk11k

nnk11kok

u,...,u,u,y,...,y,yfyTHEN
AisyAND...ANDAisyAND

BisuAND...BisuANDBisuIF

−−−−−−

−−

−−

=

Mamdani: Modello fuzzy come insieme di regole inferenziali

Sugeno: Modello fuzzy come insieme di relazioni funzionali
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Modelli à la Mamdani
Si compongono di un insieme di regole fuzzy che hanno lo scopo di riprodurre il 
comportamento osservato

L’inclusione fra gli antecedenti di ingressi ed uscite passati è limitata solo dalla 
causalità (non si possono usare elementi futuri…)

Esempio: si voglia modellare un sistema dinamico alle differenze con la seguente 
struttura

Si può utilizzare  una struttura fuzzy, ad es. con due regole, del tipo

Il successo del modello consisterà nell’abilità di includere nelle regole tutti i  
comportamenti del sistema e scegliere in modo efficace i rappresentatori A, B e C, 
basandosi sui dati osservati.

2t222t211t211t2

1t122t111t111t1

CisyTHENBisuANDBisuANDAisyIF:R
ELSE

CisyTHENBisuANDBisuANDAisyIF:R

−−−

−−−

)u,u,y(fy 2t1t1tt −−−=
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Struttura del modello fuzzy a regole (Mamdani)

1tu −tu 2tu −

1ty −

Regola R1

Regola R2

Composizione
ELSE Defuz ty

z
1

inferenzaantecedenti conseguenti

ritardo

1
ty

2
ty

z
1

z
1

L’uso di ritardi unitari (pari a Ts) è indispensabile per creare gli antecedenti 
passati, sia per gli ingressi che per le uscite

fuzzificazione

z
1

tx sTtx −

( )2t1tt1tt uuuyfy −−−= ,,,
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Struttura ricorsiva del modello
Il calcolo dell’uscita attuale yt utilizza uscite passate (yt-1, yt-2,…) ed ingressi passati 
(ut-1, ut-2,…). Perciò

Nel modello dovranno essere previsti dei ritardi  unitari (di un passo) per conservare 
memoria degli elementi passati
Eventuali errori di modello nei passi precedenti si rifletteranno nel valore attuale
(propagazione dell’errore)

Dato che il modello fuzzy è naturalmente tempo-discreto, si dovrà scegliere con 
cura l’intervallo di tempo Ts fra campioni successivi dell’ingresso e dell’uscita

Un Ts troppo piccolo non farebbe risaltare le variazioni,rendendo inefficaci le regole
Un Ts troppo lungo farebbe perdere risoluzione al modello, non osservando variazioni 
rapide ma significative.

z
1

Modello fuzzy

ty

1ty −

1tu −

tu
z
1

z
1

2tu −

Ritardo unitario (Ts)
z
1
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Struttura generale del modello dinamico fuzzy di Mamdani
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Esempio: serbatoio con deflusso in pressione

vkh

F

hkF
dt
dhA v−=
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Operazioni per la costruzione di un modello fuzzy a regole
Definire le fasce di valori “significativi” per le variabili per costruire i 
rappresentatori fuzzy

Numero di rappresentatori
Forma dei rappresentatori

Definire matematicamente le funzioni di appartenenza
Espressione matematica (triangolare, gaussiano, etc.)
Parametri che ne determinano la forma rispetto ai dati

Definire la struttura del modello e le regole di inferenza
Per semplicità conviene scegliere un modello ingresso/uscita tempo-discreto del tipo

con k ritardo ingresso-uscita
In generale le regole possibili saranno n x n-k, perciò è bene tenere basso l’ordine 
del modello. 
Ad es.

Comporre le regole sulla base del comportamento osservato

)u,...,u,y,...,y(fy ntktnt1tt −−−−=

)u,u,y,y(fy 2t1t2t1tt −−−−=
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Operazioni preliminari alla modellazione
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Individuazione di fasce di valori “significativi” per costruire i rappresentatori 
fuzzy delle le variabili, scelto un tempo di campionamento Ts = 20 min.
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Definizione delle funzioni di appartenenza
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Definizione delle regole
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Usando una finestra mobile che copre l’intervallo di tempo pari alle variabili incluse nel 
modello, si cerca di inferire le regole di variazione. Ad es. nel rettangolo tratteggiato: 

high_hishTHEN
medium_FisFANDhigh_FisFANDlow_hishANDmedium_hishIF

t

2t1t2t1t −−−−
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Combinazioni delle regole

Numero totale di regole possibili ( ) qualifconsant NNN ×+

th low_h medium_h high_hconseguente

1th−l_h m_h h_h

1tF − low_F medium_F high_F

2th − low_h medium_h high_h

2tF − low_F medium_F high_F

antecedenti

qualificatori

1th − low_h medium_h high_h

Il numero di regole può rapidamente diventare Esplosivo!
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Regole per il sistema Serbatoio

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )lowhishTHENmediumFisFANDlowFisFANDhighhishANDmediumhishIF

highhishTHENmediumFisFANDhighFisFANDhighhishANDhighhishIF

highhishTHENhighFisFANDmediumFisFANDhighhishANDhighhishIF

lowhishTHENlowFisFANDmediumFisFANDmediumhishANDmediumhishIF

highhishTHENmediumFisFANDhighFisFANDlowhishANDmediumhishIF

lowhishTHENlowFisFANDhighFisFANDlowhishANDlowhishIF

highhishTHENlowFisFANDhighFisFANDmediumhishANDmediumhishIF

highhishTHENmediumFisFANDhighFisFANDlowhishANDhighhishIF

t2t1t2t1t

t2t1t2t1t

t2t1t2t1t

t2t1t2t1t

t2t1t2t1t

t2t1t2t1t

t2t1t2t1t

t2t1t2t1t

_____

_____

_____

_____

_____

_____

_____

_____

−−−−

−−−−

−−−−

−−−−
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−−−−

−−−−

−−−−

Numero totale di regole possibili: Nvariabili x Nqualificatori
In questo caso 5 x 3 = 15. Ne sono state utilizzate solo 8 !
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Paragone fra sistema e modello fuzzy
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Il sistema inferenziale di Matlab Fuzzy Toolbox
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FIS: Fuzzy Inference System



pag. 18S. Marsili-Libelli: Introduzione ai sistemi fuzzy

Matlab Fuzzy Toolbox: Fuzzy Inference System Editor
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Membership Function Editor
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Matlab Fuzzy Toolbox: Editor dei rappresentatori
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Rule Editor
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Rule Viewer



pag. 23S. Marsili-Libelli: Introduzione ai sistemi fuzzy

Matlab Fuzzy Toolbox: visualizzazione delle regole

Valore dell’uscita defuzzificata
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Surface Viewer
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Matlab Fuzzy Toolbox: viste della superficie di controllo
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Struttura della FIS

La FIS è un file ASCII
accessibile ed editabile
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Inserimento della FIS in un diagramma Simulink

z
1

Unit Delay3

z
1
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z
1
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z
1
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Serbatoio

tsim

SImulation time

t_d

SImulation discrete time

s
1

Integrator

h_fuz
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h
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1/A

Gain

[t_data' F']
From

Workspace

f
Flow

Kv*sqrt(u[1])

Fcn

Clock
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Valutazione dell’esercizio
Vantaggi

Non è necessario conoscere la struttura del sistema né il suo funzionamento 
interno
Il modello è stato ricavato dall’osservazione diretta dei dati

Svantaggi
Nessuna guida nella definizione delle caratteristiche del modello

Ordine
Numero e forma dei qualificatori
Numero e contenuto delle regole

Il modello ha validità limitata agli intervalli dei dati utilizzati per la sua 
definizione

Es. se arrivasse un ingresso di portata F = 10 ?
Il modello non potrebbe applicarvi nessuna regola perché questo valore è
esterno agli intervalli entro cui sono definite le sue variabili.

Domanda: esistono metodi più sistematici?
Risposta: Si
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Modelli di Sugeno
Nella generica regola il conseguente è un singleton

Ciò implica che ogni regola produce un’uscita pari al valore del singleton (bi) 
moltiplicato per il grado di verità dell’antecedente μi perciò
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∑
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La composizione 
delle regole e la 
defuzzificazione
diventano un’unica 
operazione che di 
fatto è la media 
pesata dei singleton 
mediante i rispettivi 
gradi di verità

Estensione:
al posto dei 
singleton si 
possono usare 
delle funzioni, 
aumentando le 
capacità
approssimanti
del modello
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Errore di defuzzificazione in Sugeno
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Anche utilizzando qualificatori non ottimali 
(intersezione al 50%) si ottiene ugualmente 
una defuzzificazione senza errore dovuto 
alla fuzzificazione
Defuzzificazione: media dei conseguenti 
pesata con i gradi di attivazione
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x

Small Medium Large

y

x

11 bxay += 22 bxay +=

33 bxay +=

Modello di Sugeno come linearizzazione locale
La funzione viene approssimata mediante combinazione 

fuzzy di tre funzioni lineari
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Approssimazione di funzione con un modello di Sugeno

Antecedenti
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Modellazione del serbatoio con Sugeno

1. If (h1 is h-medium) and (h2 is h-low) and (f1 is f-high) and (f2 is f-medium) then (h is h-high)       

2. If (h1 is h-medium) and (h2 is h-medium) and (f1 is f-high) and (f2 is f-low) then (h is h-high)       

3. If (h1 is h-low) and (h2 is h-low) and (f1 is f-medium) and (f2 is f-low) then (h is h-low)            

4. If (h1 is h-medium) and (h2 is h-low) and (f1 is f-high) and (f2 is f-medium) then (h is h-high)       

5. If (h1 is h-medium) and (h2 is h-medium) and (f1 is f-medium) and (f2 is f-low) then (h is h-medium)   

6. If (h1 is h-high) and (h2 is h-high) and (f1 is f-medium) and (f2 is f-high) then (h is h-high)        

7. If (h1 is h-high) and (h2 is h-high) and (f1 is f-high) and (f2 is f-medium) then (h is h-high)        

8. If (h1 is h-medium) and (h2 is h-high) and (f1 is f-low) and (f2 is f-medium) then (h is h-low)        

9. If (h1 is h-medium) and (h2 is h-medium) and (f1 is f-medium) and (f2 is f-medium) then (h is h-medium) 

10. If (h1 is h-low) and (h2 is h-low) and (f1 is f-low) and (f2 is f-low) then (h is h-low)               

11. If (h1 is h-high) and (h2 is h-high) and (f1 is f-high) and (f2 is f-high) then (h is h-high)         

12. If (h1 is h-medium) and (h2 is h-medium) and (f1 is f-medium) and (f2 is f-low) then (h is h-medium)   

13. If (h1 is h-high) and (h2 is h-medium) and (f1 is f-medium) and (f2 is f-high) then (h is h-medium)  
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Modellazione Sugeno del serbatoio
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Valutazione del modello di Sugeno

Apparentemente le prestazioni sono peggiori, ma…..
Non si è sfruttata la flessibilità dei conseguenti

Si poteva usare dei conseguenti più complessi (es. combinazioni lineari 
degli antecedenti o funzioni nonlineari)
Si poteva calibrare tali funzioni con un criterio di minimizzazione degli 
errori rispetto ai dati

L’insieme delle regole potrebbe non essere completo né
appropriato

In realtà l’approccio di Sugeno è oggi l’unico utilizzato, 
ma va accoppiato a metodi di calibrazione molto potenti

Stima a minimi quadrati dei conseguenti
Clusterizzazione degli antecedenti



pag. 35S. Marsili-Libelli: Introduzione ai sistemi fuzzy

Esempio di Fuzzy Learning: ANFIS

ANFIS = Adaptive Neuro-Fuzzy Inference System

Struttura di ANFIS: Sugeno con conseguenti lineari

Valutando le regole con una T-norma prodotto la membership del 
conseguente i-esimo è

La funzione complessiva è data da

iiiiiii ryqxpfthenBisyandAisxIfR ++=:
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Struttura di ANFIS a due regole (esempio)
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Un esempio di ANFIS: approssimazione di funzione

Supponiamo di voler approssimare la funzione

Vediamo come ANFIS approssima la funzione mediante funzioni lineari

Il grado di approssimazione varia molto con il numero di membership functions
utilizzate
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Variazione delle membership functions
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Modello del CSTR
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Con poche membership il modello è scadente come quello fatto a mano



pag. 40S. Marsili-Libelli: Introduzione ai sistemi fuzzy

Modello del CSTR
Una buona modellazione richiede un numero di membership elevato
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Modello del CSTR con clusterizzazione/Sugeno
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Conclusioni
L’approccio alla Mamdani è “rassicurante” perché

Permette di usare il normale buonsenso per costruire modelli
E’ intuitivo
Permette di inserire nel modello nozioni non quantitative, ma di tipo 
linguistico
Adatto per piccole semplici applicazioni
Non è facilmente calibrabile in modo rigoroso
La sua limitazione sta nel suo approccio empirico

L’approccio alla Sugeno è più impegnativo, ma performante perché
Offre  una grande flessibilità nella definizione dei conseguenti
Permette l’uso degli strumenti classici della teoria dei sistemi per imporre 
proprietà desiderabili (stabilità, raggiungibilità, etc.) ai conseguenti
Apre un collegamento con la teoria classica della modellistica e del controllo
Permette l’uso di strumenti sofisticati per la calibrazione sistematica del
modello contro i dati (ANFIS, Babuska, etc….)
Adatto ad applicazioni complesse
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